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ADVERTENCIA 


En este Volumen II de LECCIONES DE ANALI- 
SIS MATEMATICO la numeración de los capítu- 
los prosigue la del Volumen 1 (versión caste — 
llana, E,U.C.A., 1966), Se aconseja allector a 
compañar el estudio de ambos volúmenes con la 
consulta de la obra COMPLEMENTOS Y EJERCI 
CIOS DE ANALISIS MATEMATICO, del Profesor 
A. Ghizzetti, Volúmenes 1 y II, que será ci — 
tada con (Ejercicios, Cap. ... , ej. ... ). 


EL EDITOR 
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CAPITULO XX 


Medida de los conjuntos acotados 


1-MEDIDA DE LOS INTERVALOS DE UN ESPACIO EUCLIDEO 
DE r DIMENSIONES. 
Recordemos (Cap. XIV, n* 1) que, dados en el espacio euclídeo de r dimen - 
siones dos puntos A (81, 22, -.-+ Ap), B (bj, b, ..., br), de modo que 
sean a <bj , ay <b,,..., a, <b, , sedenomina intervalo ce- 


rrado (o dominio rectangular) de puntos extremos A,B, al conjunto 


R de los puntos P Ki. lar Xp) de Ss. cuyas coordenadas verifican las 

desigualdades ay < Xx, <b,, %g <X2 <Dz, +.... : A <X,<Dr- 
Para r=1 talintervalo (') R esun segmento de longitud b, -a, ; para 

r=2 es un rectángulo de área (b, -a,)(b23-a7) ; para r-=3 es un parale- 


lepípedo de volumen (bj -a,) (ba - 42 ) (ba - ag de 

Esta observación nos induce a definir en general una medida para elin 
tervalo R , haciéndola igual al producto (bz -a,) (ba - ay a (Dr Ap ) 
de sus dimensiones. Para indicar tal medida usaremos la notación medR. 

Para fijar las ideas nos referiremos esencialmente al caso r=2 ; pero los ra 
zonamientos que haremos tendrán validez general, aconsejando al lector tomar par 


ticularmente en consideráción también los casos r=1 y r=3. 


.. 
En lo sucesivo diremos simplemente intervalo en lugar de intervalo cerrado 
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Suponiendo entonces que 'R sea un intervalo plano (asx<b , cey <d) con 
sideremos los dos intervalos lineales [a,b] , [c,d] que lo definen y subdividá 


moslosen p y q intervalos parciales, respectivamente. Esto se obtiene fijan- 


do, en el interior de [a,b] , p-1 puntos Xx, <Xy <...<X, y y, en el inte — 
rior de [c,d] , q-1 puntos y,<y2<...<Yq., » lo que produce la subdivi- 
siónde [a,b] en las intervalos 

Eo» x1] 5 650 xp] a A Ppa Z Xp] 
y lade [c,d] en los intervalos 

[o 31] , Py Ya] »-...-* qa: Ya] > 
flonde, por uniformidad de escritura, se ha considerado x=, x= b, Yo =, 
Yq= d.. 

Fijemos ahora uno cualquiera Exp.» *h+1) y, (h=0,1, ..... ,P-1) de log 


intervalos parciales de  [a, b] y uno cualquiera LY: Yks1) ,(k=0,1, 
++», 4-1) de los intervalos parciales de [c,d] Estos dos intervales linea— 
les fijados determinan en el plano el intervalo de puntos extremos [xp Yg] 3 
1 Yk+1) » ¡intervalo que indicaremos con Rhk y que resulta contenido en 

y R. Variando la elección de los fndices  h, k 
obtenemos en total pq intervalos Rhk 
y elintervalo R resulta, evidentemente, la 
unión de todos ellos: 

p-1q-1 


R=|) R, A 
- 120 Jo 20 


TA 


en el sentido (Cap. XIV, n? 3) que cada punto 
de R- pertenece a,por lo menos,uno de los Ry; ; demás, dos cualesquiera de 
los Rhk 5”o tienen puntos internos en común, 

Cuando así procedamos diremos que el intervalo R ha sido descompuesto 


coordenadamente en los intervalos Bike , O también que éstos pro — 


porcionan una descomposición coordenada de *R en intervalos 


barciales (%), 
Se ye fácilmente que resulta 


ME. -< PA 


h=0 k=0 


puesto que el segundo miembro vale 


p-1 q-1 1 1 
Ls ba 1 7) Oí1 “E Ca 2 (Y k+1 7 YK) 


=(b-a)(d-c)=medR 
Observemos la siguiente propiedad que constituye una extensión de la (2) 
I- Sean BR. Ra A Ra intervalos contenidos en el intervalo 
R , carentes dos a dos de puntos internos en común. Tendre 
mos, entonces, 
med R, + med Ro+.... +medR, < medR , 
valiendo el signo de igualdad si y sólo si R es la unión de 


los n intervalos Ri, Ra... , Ry (en particular si éstos pro- 


porcionan una descomposición coordenada de R ). 

Dem, Siempre refiriéndonos al caso r=2 , basta pensar que,es posible cons 
truir al menos una descomposición coordenada de R en intervalos Rhk de mo 
do tal que el conjunto R, U R2U-... UR, sea la unión de una parte de los ci— 


tados intervalos Rhk (eventualmente de todos) y tener en cuenta la (2). Sin en- 


(*) Es casi superfluo observar que, para r > 1, se pueden 


obtener descomposiciones de R en intervalos parciales, ca— 


rentes dos a dos de puntos internos en común, que no sean des- 


composiciones coordenadas. (véase fig. 2) 


fig. 2 


E A pa trar en detalles sobre la construc - 
ción, el lector se convencerá fácil 
mente examinando la fig. 3 relati— 


va al caso de tres intervalos conte 


* nidosen R. 
Fig. 3 z 
2-MEDIDA EXTERIOR Y MEDIDA INTERIOR DE UN CONJUNTO 
ACOTADO. 


En el n0 1 hemos establecido el concepto de medida para los intervalos de un es- 
pacio euclídeo S, ;se presenta ahora naturalmente el problema de extender tal 
concepto a un conjunto acotado cualquiera E de S, de modo de reencontrar, co 
'mo caso particular, todas las áreas y los volúmenes considerados en la geome tría 
elemental, como también las áreas de los rectanguloides ya definidas en Cap. IX, 
n03, 

Observemos primeramente que es esencial precisar el espacio al que se consi 
dera que E pertenece puesto que, por ejemplo, un segmento pensado como con= 
junto de puntos de una recta tiene una medida (longitud) positiva, mientras 
que pensado como conjunto de puntos de un plano tiene una medida (área) igual 
a cero. Se debería, entonces, hablar de medida del conjunto E sobre 
el espacio S, ; por brevedad quedará comúnmente sobreentendida esta pre- 
cisación. 

Para llegar al concepto de medida del conjunto E podemos seguir un orden de 
ideas totalmente análogo al que se sigue en geometría elemental para definir, por e, 
jemplo, el área del círculo cd. 


(*) La teoría de la medida que ahora expondremos se debe a Peano y a Jordan; en la literatura ma 
temática se habla, comúnmente, de medida según Jordan. Existen otras teórfas, de las cua 
les no nos ocuparemos . 
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Llamando con R aunintervalo que contenga a E yuna vez realizada en él u 

na subdivisión coordenada, consideraremos los intervalos de la misma que tie- 
nen por lo menos un punto en común con E, indicándolos con R/" 

Ra", ..... , Rp” (véase fig. 4, donde n=30); entre estos últimos considerare — 

mos posteriormente aquéllos (si existen) que están totalmente consti — 


tuidos por puntos interiores de E, designándolos con Rj', B2',.. 


«+.» Re! (véase fig. 5 , donde m=7). 


Fig. + Fig.5 
El conjunto R¡"|Rg" U..... UR,” contienea E ;elconjunto Ry' URz' 
U..... URp' (vacío si m=0) está contenido en E , por loque, consideradas 


las dos sumas(*) 
m 


Py mea ; sd med Rj' y 


es natural considerara S' como un valor mayor o igual (a S' comoun valor 


sn 


menor o igual) que la medida que estamos buscando. 

Esta observación nos induce a considerar el extremo inferior (g”" del 
conjunto numérico constituido por todas las posibles sumas S' (con el variar de 
la descomposición coordenada D) de R ) yel extremo superior (”! del 


conjunto numérico formado por todas las posibles sumas S' Si resultase (”=(* 


)La suma S" es siempre positiva; la S' es considerada igual a cero cuando no existe nin- 
gún intervalo R;' (esto sucede, por ejemplo, si E carece de puntos interiores). 
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ho cabría duda de que este número debería asumirse como medida del conjunto E 
Sin embargo, no resulta en general ciertoel hecho de encontrar ("= (* 
Y, por lo tanto, conviene introducir las siguientes definiciones. 

Llamaremos medida exterior del conjunto E (y la indicaremos con 
imed¿ E) al extremo inferior 0” > 0 del conjunto numérico constituido por to- 
las las sumas S' antes definidas; llamaremos medida interior 5) del con- 
funto E (y la indicaremos con med; E) al extremo superior 0'>0 del con 
¿unto numérico formado por todas las posibles sumas S', 

Establezcamos ahora algunas propiedades de estas medidas (exterior e interior) 
y, siempre refiriéndonos al caso r=2, comencemos mostrando que las mismas 
|pueden obtenerse por medio de una operación de pasaje al límite, Precisamente , 
¡consideremos en cada descomposición coordenada D  delintervalo R enin- 
¡tervalos parciales Ry la amplitud (o los diámetros) á hk  úÁe estos intervalos 
y designemos con ó al mayor entre ellos; este número positivo ó¿ será lla- 
mado la norma (**) de la descomposición DD) . Vale el siguiente teorema: 
1-Con el tender a cero de la norma óÓ de la descomposi — 
tión coordenada DD del intervalo R que contiene al conjun 
to E , las sumas S" y  S' consideradas en (1) tien 
den a la medida exterior (" ya la medida interior (',res 
pectivamente, del conjunto E. Es decir, se tiene 


dim su = gr (2) 


(*)Para poder aceptar estas definiciones es necesario sin embargo hacer ver que 0 y q" 
dependen solamente del conjunto E y no de la elección del intervalo R que contiene a E y 
usado para la construcción de las sumas (1); este hecho será demostrado en breve (véase te 
orema ID. 


(**) Recordemos (Cap. XIV, n% 2) que la amplitud (o el diámetro) de un intervalo es la distan— 
cia entre sus puntos extremos. La locución "norma" de una descomposic:n coordenada D 
de un intervalo ya ha sido usada en el caso r=1 enelCap. IX, n% 2 


ib xXx -2 
ms = 0, (3) 
'Dem. Comencemos demostrando la (2). Teniendo en cuenta que, por definición 
de medida exterior, resulta S" = (r" abteshol hacer ver que, fijado E->-0 
arbitrariamente, existe siempre un .¿¿ > 0 tal que, para toda descomposi- 
ción coordenada D de R que tenga norma d¿< d¿£ resulta 
SS E (4) 
Supongamos R definido porlas a £x <b, c £ y < d y observemos 
primeramente que, siendo  (”' el extremo inferior del conjunto constituido por 
todas las posibles sumas S'" ,.existirá sin duda una descomposición coordenada 
particular De de R que origina un valor S " que verifica 
SE" < 0U+ E (5) 
Supongamos determinada la Dg¿ y que ésta haya sido obtenida subdividien— 
do los intervalos [a,b] y  [c,d] en p y q intervalos parciales respec- 
tivamente , de“modo que el interior de R resulta surcado por un reticulado $4 
constituido por p-1 paralelas al eje y ,ypor q-1 paralelas al eje x (re e 
presentadas en fig. 6 por líneas rectas.punteadas) que dividen a R en pq inter- 
valos. Entre éstos designemos con Tz. Ta, <<<.» Top aquéllos que tienen al me 
nos un punto en común con el conjunto E , por lo que se tendrá 
ej" - sg Tk (6) 
k=1 
Consideremos luego una descomposición coordenada cualquiera LD de R de 
finida por un cierto reticulado $ de rectas paralelas a los ejes (en fig. 6 son 
las líneas de trazo lleno) cuya normía designaremos con Ú¿ . Con la notación ya 


introducida corresponderá ala D la suma 


n 
is E med Ry" a 


Confrontemos las sumas (6) y (7). A tal fin observemos que los intervalos 


Fig. 6 


Ri", Ra" ,... , Rp", que aparecen en la (7) pueden separarse en dos catego - 
rías: 19) los que no son atravesados por ninguna recta del reticulado Pe (por e 
jemplo, el intervalo 1 de la fig. 6) y que indicaremos con Ur, UV, +...» Ue: 
20) los que son atravesados al menos por una recta de tal reticulado (por ejemplo 


el rectángulo 2 de la fig. 6) y que indicaremos con Vi> Vo» - Es - 


a Vi 
B 
cribiremos, entonces, 
7 
se =$ mod 1, + $, med, á (8) 
i=1 j=1 
Este intervalo U¡ resultará contenido en uno de los intervalos T.> To» dd iy 
Tin (Puesto que no es atravesado por ninguna recta del reticulado Se ). La su 


ma de las medidas de aquellos U; que están contenidos en un mismo Tk no 


supera a med T, (porel teor. I del nO 1) y entonces será con certeza 


o m 
di med U;¡ < yA med Tk ,osea, porla (6): 
i=1 k=1 


oa 
ES EA (9) 


Los intervalos V;, son, en cambio, los que sí son atravesados por rectas del 


reticulado Ye que, como sabemos, está formado por p-1 paralelas al eje 
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y .ypor q-1 paralelas aleje x . Consideremos una de estas paralelas, por 
ejemplo aleje y ; si existen intervalos v; atravesados por ella, como los la 
dos horizontales de los intervalos son todos menores que d y la suma de los 
lados verticales no puede superar a d=<  ,.es obvio que la suma de las medidas 
de dichos v; es menor que (d-c) ó .  Repitiendo el razonamiento para cada u 
na de las p-1 paralelas al eje y  , se concluye que la suma de las medidas de 
aquellos intervalos v; que son atravesados al menos por una recta paralela al e 
je y del reticulado Pg resulta inferior a (p-1)(d-c) ó Analogamente 
se llega a que la suma de las medidas de aquellos intervalos v; que son atravesa- 


dos al menos por una paralela al eje x de dicho reticulado resulta inferior a 


(4-1)(b-a) $ , teniéndose entonces 


M>» 


med Y, <  [(e-1)(d-0) + (q-1)(0-a)]6 (10) 


j=1 


De las (8), (9), (10), resulta: 
sr < Sg'+ [(p-1Md-c) + (a-1)(0-a)]8 
por lo que la (4) se verificará sin duda cuando 
5," + [(-1)(d-0) + (a-1)M-a)Jé < F"+E, 
o sea, cuando la norma $ de la descomposición D sea elegida de modo 
que se verifique 


+ E -Sg" 


-—_—_——_—_——— (TDS) 
des (P-1)(d-c) + (a-1)(b-a) 


lo que es factible, ya que el segundo miembro de (11) es positivo en virtud de la 
(5). 

Queda asf demostrada la validez de la (4) para todas las sumas S" origina 
das par una descomposición coordenada cualquiera DD) de R que tenga pornor 


ma dd  unvalor menor que el número de indicado en el segundo miembro 


de (11) ,porloque la (2 resulta probada, 
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Pasemos a demostrar la (3) . Fijada una descomposición coordenada D de 
R enintervalos parciales Ryx , consideremos entre a aquéllos ya indica- 
dos con Ry', Rg', ...., Ry' que generan la suma s- 4 med R; . Los res 
tantes intervalos de la descomposición, que indicaremos con R*, Ro*, eS RE 
al no estar formados exclusivamente por puntos interiores de E , contendrán ca 
da uno de ellos, o algún punto de R no perteneciente a E opor lo menos, un 
punto de la frontera de E ;entonces dichos restantes intervalos Ri*, Ro*, A 
R,* son todos y solamente aquellos intervalos de la descomposición D que 
tienen al menos un punto en común con.el conjunto (R-E)U FE . 

Llamando con St a A med REO, tendremos por la demostración prece — 
dente que Lim S* = med, [(R-E)U FE] — siendo este límite, simultáneamen- 
te, el extremo inferior de las sumas S* , Por otra parte es evidente L “por la 


m L 
2) deln% 1 dR= dR;' ed Rito, a, 
(2) deln% 17 que me Ao Ry o sel 


S' =medR - St. (12) 
Tendremos así que fa S' = med R - fs" = med R - med, [R-E)U FE] ; 
además, de la misma (12) , surge que medR - med, [(R-E)U FE] eselex 
tremo superior de las sumas S' , osea, la medida interior 0”! de E. En- 
tonces tendremos im S'= (”', quees lo que.queríamos demostrar. 
Demostremos ahora este otro teorema: 
Il - En todo conjunto acotado E  resulfa 
med; E = med, E - med, FE (13) 
y, por lo tanto, 
med; E < med, E (014) 
Dem. Dado que si el intervalo R contiene E contiene necesariamente tam 


bién FE, la clausura E=EUFE resultará contenida en E (cfr. Cap. XIV, 
nO 6). Comencemos demostrando que vale 
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med¿ E = med, E (15) 
En toda descomposición coordenada LD de R , los intervalos que tienen 
puntos en común con E comprenden a aquéllos que tienen puntos en común con E 
y de ahf que la suma $S'" de las medidas de los primeros es no menor que la su— 
ma S' de las medidas de los segundos; de la su> S" sigue, pasando al límite 
para ¿—0 

med, E > med, E (16) 

Por otra parte, fijada la descomposición JD) , construida la suma S"= 
med R¡" relativa al conjunto E y fijado además € > 0 ,probaremos que 
siempre es posible obtener otra descomposición coordenada De de R que o 


rigine, para el conjunto E , Una suma S," que satisfaga 


1 L NE (17) 


En efecto; continuemos refiriéndonos al caso r=2 y supongamos R definido 
porlas a<x<b , c<y <d yla descomposición D de R subdi 
vidiendo los invervalos [a,b] y [c,d] en p y q intervalos parciales, 
respectivamente. Además, junto a la D consideremos otra descomposición 

De de R realizada manteniendo las p-1 rectas paralelas al eje y ,y las 
q-1 paralelas al eje x que figuran en 2 (dibujadas en fig. 7 con trazo lleng 
y agregándole otras (con línea de puntos en fig. 7) hasta que la norma ¿g de D£ 


resulte menor que a (tóngase presente que n eselnúme - 


2n [(b-a) + (d-c)] 
ro de los intervalos R¡" que figuran en la S'" antes considerada). 

Para cada intervalo R;¡'" designaremos con U;¡ al conjunto constituido por to 
dos los intervalos de De que son adyacentes a R," (véase 
fig. 7). Es fácil persuadirse que los intervalos de De us tienen puntos en co— 
mún con E resultarán todos contenidos en el conjunto ¡0 ( R¿Uu, ,donde la 


suma de las medidas de los intervalos de cada U; resulta menor que 


do 4 
” 


=1 


Fig.7 
2 de [(b-a) + (d-<)] . Se tendrá, entonces, 
8," < E med R; +2n de [(b-aWd-c)] < S"+E, 
osea, la (17). 

De esta última expresión, pasando al límite para 4£ — 0, se deduce que 
medo ESS+ E ose, S> medo Kb Entonces, para el extre - 
mo inferior de las S' (que noes sino med¿ E), se tendrá sin duda med, S" > 
> med, E-€. 

Reuniendo esta desigualdad con la (16) podremos escribir med¿ E £ meda Es 

E med, E+ € , de donde, por la arbitrariedad de €  ,siguela (15). 

Establecida la (15) es fácil llegar a la (13) . Realizada una descomposición 
coordenada D de R , consideremos los intervalos R', Rao... Rm +. 
formados exclusivamente por puntos interiores de E y además aquéllos (que in- 
dicaremos con Wi, Wa, +..., W]) que tienen por lo menos un punto en común 
con FE. Esevidente que los intervalos Ry', Rg', ... , Rp', Wi, Wa, +... 
W, son precisamente todos (y solamente aquéllos) que tienen por lo menos un pun 
to en común con la clausura E . Se tendrá, entonces, (teor. 1) 


m 1 
' = E : 
dm ( 2 med Rj' + 2 med W ) = med¿ 
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por otra parte resulta 


PiLid med R;' = med; E d E med Wx = mede FE, 
quedando, por lo tanto, establecido que med; E= med, E - med, FE ;é6sta,jun- 
toa la (15), proporciona la (13), que es lo que queríamos demostrar. 

Pasemos ahora a demostrar que: 

II - La medida exterior y la medida interior de un conjunto a- 
cotado E tienen valores independientes del intervalo R que, 
entre aquéllos que contienen E, ha sido elegido para la defi 
nición y el cálculo de las referidas medidas. 

Dem. Teniendo en cuenta la (13) bastará demostrar el teorema para la medi— 
da exterior. 

Continuemos refiriéndonos al caso r=2 y observemos que, cuando el punto 
P (x,y) recorre todo E, la primera coordenada x describe un conjunto nu - 
mérico acotado que tendrá cierto extremo inferior Aj y cierto extremo supe- 
rior Mi ; análogamente la y describe am conjunto numérico acotado por los 
extremos Ay y Ay , resultando A¡-A¡>0 , Az-Az>0. Dis 
tingamos dos casos: 1%) al menos una de las diferencias Ay - A,» Az- Az 
vale cero; 22) tales diferencias son ambas positivas. 

En el primer caso, suponiendo por ejemplo Mi = Aj , todos los puntos del 
conjunto E están situados sobre la recta x=Ay y, por lo tanto, de cualquier 
modo que haya sido fijado el intervalo R y se lo haya descompuesto coordenada- 
mente en intervalos (con norma á ), entre éstos sólo podrán tener puntos en co- 
mún con E aquéllos que tienen puntos en común con tal recta. La suma de sus 
medidas no podrá entonces superar 2(d-c)á , resultando así S'" < 2(d-c)ó 
y, por lo tanto, den S"=0 , vale decir, med¿E=0 . Eneste primer caso 


med¿ E tiene, entonces, un valor que no depende de R 
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En el segundo caso, el intervalo R, definido por Aj <X «< Ñ , Ag <YS 
< Az esel mínimo intervalo que contiene a E (cfr. Cap. XIV, 
n0 2), y estará contenido en cualquier R (véase fig. 8) . Notemos que Ry de 
pende solamente del conjunto E 

Fijado R ,de puntos extremos (a,c) y (b,d) , calculemos, a partir de 
sus descomposiciones coordenadas D ,lassumas S' ¡sabemos que existe fi 
nito el fs =1 

En lugar de R podemos usar R¿, y, partiendo de sus descomposiciones co= 
ordenadas DD, construir las análogas sumas S," ; existirá también el 

gm Sy" = L y este límite dependerá solamente del conjunto E. Nuestra te— 
sis estará probada si hacemos ver que, cualquiera sea R , resulta l= L - 

Para eso comencemos observando que toda descomposición coordenada D de 
ig R induce cierta descomposición coorde- 
nada D, 8e Ry (v6ase fig. 8). Los 
intervalos R,", Rg', ..., Ry" de D 


que tienen por lo menos un punto en co— 


mún con E se pueden distinguir en dos 


OY 
SUD 


categorías: los Uyj, Uz, ..., w que 


resultan contenidos en Ry y aquellos 


Vi. Va, as] Va en cuyo interior pene 


tran lados de R, (son los sombreados 


Fig. 8 en fig. 8). Entre los intervalos de la des 


composición D o de Ry que tienen por lo menos un punto en común con E, 


estarán sin duda los citados Uy, Uz, ..., Up y podrán además existir otros 
w. Wa > Wa contenidos en Vi Va...» Vg , Tespectivamente. A par- 


tir de la descomposición coordenada D de R se define la suma 


— eE (ñ-COÓKÓ 
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Pp 4 

S"= 2) med U+ 2, medV; ; (18) 
ja 


A partir de la A E D. de Bo queda la 


E," - E mao, + E met, (19) 
A 


Al tender a cero la norma 43 de D , tiende también a cero la norma de D, 
y entonces mientras las S' tiendena 1 ,las EN] tienden a L . Para pro 
barque l=1l, , bastará hacer ver que 
gm S" -Sy1)=0 (20) 
De (18) y (19) se deduce, teniendo en cuenta que M4 € Y, 


(med v- - med w; sE med p Ñ 


pero la suma de las medidas de aquellos intervalos v; en cuyo interior penetra , 
por ejemplo, el primer lado vertical de Ry esinferiora (d-c)ó y, repitien- 


do el razonamiento para los cuatro lados, se concluye que 
q 
2 med Y, <2 [(+-a) + (d-c)] 4 
=1 


Resulta, por lo tanto, 0 <S" - Ss," <2 [0-a) + (d- e)] $ , de donde sigue 


la  (20),que es lo que querfamos demostrar, 


Retomando la (14) deseamos, por último, señalar que existen efectivamente 
conjuntos acotados E para los que resulta meda E> med; E. Considérese, por 
ejemplo, en el plano xy ,elconjunto E constituido por aquellos puntos P del 
cuadrado R (0<x<1, 0-<y<1l1) que tienen ambas coordenadas (x, y) 
expresadas por números racionales. Realizada una descomposición coordenada ar- 
bitraria de R , todos los rectángulos de la misma tienen puntos en común con E, 


resultando siempre S'"=1 , mientras que no existe ningún rectángulo que esté 
constituido solamente por puntos interiores de E , osea que es siempre S'=0, 
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Tendremos en este ejemplo, entonces, med¿E=1 , med¡E=0 


3-CONJUNTOS MEDIBLES. 

Con todo lo desarrollado en los números precedentes, se presenta oportuno con= 

siderar en particular aquellos conjuntos acotados E para los que resulta 
med¿ E = med E. 

Diremos que un conjunto acotado E del espacio euclídeo Sy es medible 
“(sobre el espacio Sr) cuando coinciden sus medidas exterior e interior. En este 
caso se hablará simplemente de medida del conjunto E, y se la indica 
rácon med E  ; se trata de un número positivo o nulo. 

Se ve fácilmente que un intervalo R es un conjunto medible y que su medida 
coincide con la que habíamos introducido en el n% 1. 

De la (13) del n0 anterior sigue inmediatamente: 

I-Condición necesaria y suficiente para que un conjunto aco- 
tado sea medible es que su frontera tenga medida exterior nu 
LA 

Además, es también evidente que 
II -Si el conjunto acotado E tiene medida exterior nula, se- 
rá medible y su medida será nula. 

Recordemos ahora que, en el curso de la demostración del teor. III del n% prece 
dente,se ha hecho ver entre otras cosas que, si todos los puntos del conjunto ESS, 
tienen una o más coordenadas fijas, resultará med, E=0 . Decir que los puntos 
de E tienen k coordenadas fijas (por ejemplo Xl> X2 ..., Xx) significa 
que E pertenece a un espacio de ¿-k dimensiones, de ecuaciones x¡=cons— 
tante, x2= constante, ..., Xx = constante, es decir, a un espacio coordenado.Si 


E pertenece a un Sr_k no coordenado, se puede con un oportuno cambio de co— 
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ordenadas en el espacio Sp , retornar al caso precedente e) , Por lo que, te — 
niendo en cuenta el teor. II, podemos concluir que : 

II -Si un conjunto acotado E del espacio Sy pertenece a 
un espacio Sr_k de dimensión inferiora r , será sin duda 
medible sobre el espacio Sy ,siendo nula su medida. 

Demostremos ahora este otro teorema; 

IV - Siel conjunto acotado E es medible, sumedida será posi- 
tiva o nula según que esté dotado o carezca de puntos interio 
res, respectivamente. 

Dem. Puesto que E es medible su medida coincide con la medida interior , 
Si E tiene puntos interiores, las descomposiciones coordenadas de un intervalo 
RE que tengan norma d suficientemente pequeña serán tales de originar al 
gún intervalo R' constituido por puntos interiores de E ;para dichas descom 
posiciones resultará S' > 0 y, por lo tanto, el extremo superior del conjunto de 
los S' ,esdecir, med¡ E=med E ,será positivo. Si E no tiene puntos in- 
teriores, ninguna descomposición coordenada de R puede dar lugar a intervalos 
Rj formados por puntos interiores de E ¡entonces será siempre S'=0 y, 


por lo tanto med E =med¡E=0 , que es lo que queríamos demostrar. 


Según lo que dijimos al principio del n? 2 debemos hacer ver ahora que la defini 
ción de medida dada en este n% permite reencontrar todas las áreas y volúmenes 
estudiados en geometría elemental y también las áreas de los rectánguloides defi-— 


nidos oportunamente en Cap. IX, n% 3. 


(*) Nótese que esta última consideración no es suficiente para probar el teor. III en el casode un 
espacio Sp-k no coordenado, puesto que serfa necesario también demostrar que las medidas in 
terior y exterior, tal como las hemos definido, son invariantes respecto de los cambios 
de coordenadas. Por brevedad no expondremos tal demostración. 
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De la cuestión de las áreas nos ocuparemos en el sucesivo n% 5, mientras que la 
relativa a los volúmenes será tratada en el Cap. XXI. 

Observemos, por último, que existen conjuntos no medibles como muestra el e- 
jemplo dado al final del n% precedente. A título informativo agreguemos que, con- 
trariamente a lo que pudiera sugerir la intuición, es posible construir ejemplos de 


dominios que no son medibles. 


4-PROPIEDADES DF LA MEDIDA. 

Demostremos los dos teoremas siguientes: 
1- Si Ej, Eg son conjuntos acotados, y Ez está contenidoen 
Eg, se tendrá med, Ey < med, Ez. En particular, si Ej y E, 
son medibles, será med E, <med E>- 

Dem. Si R esun intervalo que contiene a Ez (y, por lo tanto, a E; ),re 
alizada una descomposición coordenada D de R , los intervalos de ésta que 
tienen por lo menos un punto en común con E, figuran todos entre aquéllos que 
tienen por lo menos un punto en común con Ez ; entonces, la suma So" relati- 
vaa Ez resulta mayor o igual a la análoga suma Sy" relativaa Ey. 


Dela Sy" >5S¡'" , pasando al límite para ¿—-0 , sigue med. E, > 


> med¿E, , que es lo que queríamos demostrar. 
UI -Si E¡,E2,..., E son conjuntos acotados, se tendrá 
med¿ (EU Ez U an U Ep) < med, E, + med, Ez+...+ 
+ med, En 


Dem. Basta evidentemente demostrar el teorema en el caso de dos conjuntos Ey, 
Ez. Poniendo E=E¡U Ez y llamando R aun intervalo que contenga E,los 
intervalos de una descomposición coordenada cualquiera de R que tienen puntos 


en común con E se distinguen en tres categorías: 19) intervalos Uj'" que tie- 
nen puntos comunes con Ey, peronocon Ez ;20) intervalos y" que tienen 
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puntos en común con Ez ,peronocon Ej ; 39) intervalos W;"" que tienen 
puntos en común con E¡ ycon Ez. Entonces, para la suma S' relativa a E, 


se tendrá: 


s"= med U,"+ 27 med V¡"+ 2] med Wi 
i j k 


Por otra parte, las sumas S¡" y Sy" relativasa E, y Ez están dadas 
por 
y pa Un + ¿pos Me, ho vn + qu We" 
Obvtamanta: es SS an + Sg'" y entonces, pasando al límite ES i—o, 


tendremos med, E <med¿ Ej + med, Eg , quees lo que queríamos demostrar, 


Para deducir otras propiedades de la medida, nos conviene previamente demos= 
trar el siguiente teorema de teoría de conjuntos: 
MI -Dados dos conjuntos arbitrarios E,, Ez, la frontera de su 
unión, la frontera de su intersección y la frontera de su dife 
rencia están todas contenidas en el conjunto de las fronteras 


de los dos conjuntos dados. Es decir, se tendrá 


FE, UE2) E FEJU FEz (1) 
F(5, NE) CE FE/U FE, (0) 
F(E, - E EFEJU FEz (3) 


Dem. Recordemos, ante todo (cfr. Cap. XIV, n% 3 ) que valen las 


£(EUE2)= £ELM BEz; PELNME2)=£EJU BEz ; P(E1-Es) = LEJU Ez, 


tras lo que demostraremos la (1). Sea P unpuntode F(E¡UEz) . Ento- 
do dominio circular NY  decentro P cae almenos un punto A de E¡UEz 


y al menos un punto B de (EU Ej) , 0 sea, por la primera de las (4), un 
punto B de KE¡ (Ml fE2. Entonces podemos por el momento afirmar que to 
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do J” contiene tanto puntos de fE¡ comode [fE2 . Entonces, si se pudie 
ra elegir siempre A perteneciente a E¡ , se deduce que P es punto de 
FE. 

En el caso contrario, para los )J* de radio suficientemente pequeño, el punto 
A debe pertenecer a E2z Por lo que se concluye en que Pes punto de FE, 
En todos los casos el punto P pertenecea FE, U FE2 , loque prueba la 
a). 

Las (2) y (3) son después consecuencias de la (1) , cuando se tenga pre 
sente que la frontera de un conjunto coincide con la de su complementario y se a— 
provechen la segunda y la tercera de las (4) . Podemos escribir, efectivamente 
FE) -= FE NME)]- PE UE] MBEDUFIRES)=SEJUFE2 , 
S(E,-E)=5 [£(E, -E2)] =5 [6EUE2] SF(BEPUFE2=F EJUFE2 


Podemos ahora demostrar estos otros teoremas: 
IV -Si los conjuntos acotados Ej» Ez, +... , Ey son medibles,tam 
bién la unión, la intersección y la diferencia de dos de ellos 
resulta medible. 
Dem. Bastará evidentemente limitarse al caso n=2 Refiriéndonos, por ejem- 
plo, a la unión, de la (1) y del teor. 1 sigue 
mede F (E, U Ez) < mede (F EU FEz) 
y, sucesivamente, por el teor. II, 
med, F (Ey U Ez) < med, FE; + med FEz . 4 
Puesto que Ej y Ez son medibles, se tiene (por el teor. 1 del n? preceden- 
te) med, FE, = med, FE¿=0 ;entonces, la (4) nos dice que 
med, F(E¡UEz)=0 ,yporel mismo teor. 1 tendremos que EU Ez es 


medible, que es lo que queríamos demostrar. 
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Análogamente, en el caso de la intersección y de la diferencia, valiéndose de hs 
(2) y (3), llegarfamos a la tesis. 

V-Si E,,E3,..., Ey son conjuntos acotados y medibles, se 
tendrá 

med (E¡UE2U... UEpn) < med E¡+med Ez+...+med Ey 
Dem.  Esuna consecuencia inmediata de los teoremas Il y IV. 
VI-Si E, Ez, ... , Ep Son conjuntos acotados y medibles, carentes dos ados 
“de puntos interiores en común, será 

med (E¡UE2U. .. .UEn) = med Ey + med Ez +... + med Ey 
Dem. Basta considerar el caso de dos conjuntos Ey y Ez . Poniendo E= 
=E1U Ez (conjunto ciertamente medible, por el teor. IV) y llamando R a un 
intervalo que contenga a E  , en cada descomposición coordenada Dode ro, 
entre los intervalos Ry! de D formados por puntos interiores de E figura- 
rán (eventualmente junto a otros) todos los intervalos de D que están constitui- 
dos por puntos interiores de El y todos aquéllos formados por puntos interiores 
de E2 . Considerando para los tres conjuntos E, Er y Ez las sumas S', 
S1', Sg', se tendrá entonces S' > S]'+S92!'. 

Pasando al límite para ¿-—0 , se obtiene med, E > med; E, + med; Ez o 
sea, tratándose de conjuntos medibles, med E > med E, +med Ez. Esta des- 
igualdad, reunida a la proporcionada por el teor. V, permite precisamente afirmar 
que med E = med Ej + med Ez 

El teorema recién demostrado expresa la denominada propiedad aditivade 


la medida . 


5 -EJEMPLOS DE CONJUNTOS MEDIBLES EN EL PLANO. 
En el Cap. IX, n% 3, hemos considerado el rectanguloide que tiene 
por base un intervalo [a,b] , relativo a una función f(x) > 0 ,con 


tinua en [a,b] , para el que definimos directamente un área que resultó ser i- 
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gual a la integral definida S Í (x) dx. Deseamos hacer ver ahora que dicho resul 
tado se encuadra también E de la teoría general de la medida expuesta en los 
números precedentes. En efecto, vale el siguiente teorema: 
I-Sea f(x) una función no negativa, contínua en el intervalo 
cerrado y acotado [a, b] . El correspondiente rectanguloide 
T es un conjunto plano medible y su medida (área) está ex- 
presada por la fórmula: 
b 

area T= f100 de: y (1) 
Dem. La frontera de T está formada por los puntos de 'T que están situados 
sobre el eje x  , por los situados sobre las rectas x=a, x=b y por los que 
constituyen el gráfico C [a <xX<sb, y= 160] . Los puntos de los primeros 
dos tipos forman conjuntos planos de área nula (n% 3, teor. III) por lo que, para 
probar que T es medible, bastará hacer ver que también C tiene área nula,Lo 
demostraremos, y al mismo tiempo la (1), del siguiente modo. 

Realizamos una subdivisión LD delintervalo [a,b] en los intervalos par= 
ciales o: x,] 6 [Xx xo] E Ena : Xp] (con x, =4a, Xx, =b). Indica- 
remos con 3  lanormade D ¡con mi , Mj¡ , el mínimo y el máximo 
valor de la f(x) en el intervalo E Xi41] ; con  r;¡ el rectángulo definido 


Por X¡<X<*Xji+] 0<y< m; ycon ri! + el definido por x; < X < Xy], 


VAR 


TT 
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mi <y< M; (véase fig. 9). Dichos rectángulos se reducen a segmentos parale- 
los aleje x cuando m¡=0 o M¡=mj¡ 
El gráfico C es un conjunto contenido en la unión de los rectángulos r,' por 
lo que resulta (n% 4, teor. IM): 
n-1 n-1 n-1 
áreas CS), (121) Mim) =D (5411) Mi) (541) my 
i=0 i=0 i=0 
Pasando ahora al límite para ¿——— 0 se tendrá, de acuerdo a los resultados 
del Cap. IX, mn 2 
b b 
areay C < fio ax - fr ax=o A 
a a 
de donde, área¿C = 0. 
El rectanguloide  T esentonces medible y podemos considerar su área, E 


contiene la unión de los r¡ y está contenido en la de los r¡ y Ki , pudiéndo- 


se por lo tanto escribir la desigualdad 


p iS 
¿2 (+1 -X¡) mj < área T< $ (+1 Xi) Mi 
1-0 10 


Si de aquí continuamos con el mismo razonamiento hecho en el Cap. IX, n9 3, se 
deduce la (1) que es lo que yueríamos demostrar. 

Supongamos ahora que en el intervalo [a,b] estén definidas dos funciones con 
tínuas fi(x), fo(x) y que sea siempre f,(x) < fo(x) en los puntos interiores 
de [a,b] , salvo en uno o en ambos extremos donde puede ser f(x) = fo(x) 
Una vez construidos en el plano xy los gráficos Cy, Cg de las dos funciones 
el conjunto T de los puntos (x,y) definido por las condiciones a<x<b , 
£1(x) <y <fo(x) resulta ser un dominio plano al que se denomina dominio 
normal (o simple) respecto al eje x  , relativo a las dos funciones 


1100, La(x) y de base [a,b] , (véase fig. 10). Análogamente puede definirse 
un dominio normal (o simple) respecto al eje y. 


Se tiene el teorema: 
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IU -Un dominio T normal res- 


C.Ly=4 (3 


pecto al eje Xx  , relativo a 

las dos funciones continuas 

£1 (Xx), fo(x) y que tiene por ba- 
r 

se el intervalo [a,b] , €s un 

conjunto plano medible, resul- 

tando 


b 
área sl [20094,6)] ax . (2) 


Dem. La frontera de T está consti- 
tuida por los gráficos Cy» Cy (que por Fig. 10 

la demostración del teorema precedente, sabemos que es de área nula) y, even — 
tualmente, por uno o dos segmentos paralelos al eje y . Entonces, T es medi- 
ble, 

Designando con m al mínimo de f(x) en [a,b] , ASUMAMOS COMO nuevo 
eje x' de las abscisas a la recta de ecuación y=m, Referidas a tal eje, C1 y 
Cg aparecen como los gráficos de las funciones no opidris f,x) -m, £2(x) -m. 

Llamando T, y T¿ alos rectanguloides de base [a,b] , relativos a las 
mismas, el rectanguloide T¿ se presenta como unión del rectanguloide Ta Y 
del dominio normal T y, puesto que Ti y T no tienen puntos interiores en 
común, resulta (n? 4, teor. VI) : 

área T2=área T, + área T 


Por otra parte se tiene, por el teor. I, 


b b 
área Ta= ES -m] dx , freaT¡= Síno -m]ax , 
a a 
y de las tres relaciones escritas, sigue inmediatamente la (2), que es lo que que- 


ríamos demostrar, 
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Los teor. 1 y II y la propiedad aditiva de la medida permiten reencontrar fácil— 
mente las áreas de todas las figuras estudiadas en geometría elemental. Ya ha- 
bíamos dado dos ejemplos en Cap. IX, n% 12 (triángulo rectángulo y círculo); agre 
guemos otro, demostrando que un sec 
tor circular s es un conjun 
to plano medible y que, llaman 
do r al radioy 0 su ángulo 
central (medido en radianes)se 
tiene: 
2 


área Ss = | r20e » (3) 


Puesto que basta obviamente conside — 


T 
rar el caso oc < a” S puede consi Fig. 11 


derarse como unión de un triángulo rectángulo y de un rectanguloide (carente de 


puntos interiores en común; véase fig. 11). Por lo tanto S es medible y se ten— 


drá 


r 
área S= 1% cos oe sen oc + [AF 


r cos 


A E 
= pocos cesen oc + [fox E zx + qe arc sen 


rcosa 


2 2 L: 


1 
cosocsenX- 3 y? G -)=3 2% 


Fr? cos sen 0c+ + r El - Er 

Demos ahora una importante extensión de la (3) . Refiramos el plano a un sis 
tema de coordenadas polares € , (Pf. Enelintervalo <<  < (6 supon — 
gamos definida una funcfón contínua y no negativa  f('P ). Para cada valor 
del intervalo [ oc, (f ] construyamos en el plano el punto de radio vector p = 
= f(f) yanomalía P ;lacurva C , lugar de los puntos (P,P) así 


obtenidos llámase diagrama polar de la función  f (P ) o curva de ecuación po- 


XX -5 26 


q=% 
6 
l) 
Cels) 
b) 
Fig. 12 
lar eel e) 


Suponiendo que los números 0c y B sean tales de verificar pS +27, 
llámase sector plano relativo a la función f(P), de base[x,8), 
al conjunto T de los puntos del plano (véase fig. 12) cuyas coordenadas pola res 
verifican las limitaciones < € < f ,0x< p< UP). 

Demostremos el teorema: 

II-Un sector plano T relativo a una función contínua y no ne 
gativa f(Q) y de base [«,e] (con Bf <X+2M), es un 


conjunto plano medible y se tiene 
e 
1 2 
área T=-=7 fe] de. 
e 


Dem. La frontera de T consta de la curva C yde dos segmentos (eventual- 
mente reducidos solamente al punto O ) situados sobre la semirecta P =x,P=(B 
paraelcaso fB < XA +2 TT (fig. 12 a); o de un segmento (eventualmente reduci- 


do a un punto) situado sobre la semirecta P == o P=f ,si e = +2 
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(fig. 12b) . Por lo tanto, para probar que T es medible, basta hacer ver que 
C tiene área nula. 

Con ese objeto, y al mismo tiempo probar la (4) , subdividamos el intervalo 
[a ,B ] en intervalos parciales [ Po £,] » [ e. Pol. [, > €.) 
(econ P¿=a , P,=P ). Indiquemos con Í la norma de esta subdivisión ; 
con mj, M¡ el mínimo y el máximo valor de la f(f) en el intervalo [%; Pi) 
con S¡ el sector circular definido por Pi < P< jj » 0<g<m y 


con .S¡ el sector de corona circular definido por Pj¡ <P < Bj » mM: 


< 9 < Mi (véase fig. 13) O), 


Fig. 13 


La curva Ces un conjunto contenido en la unión de los sí y entonces, te— 


niendo en cuenta la (3), será 


ES 2 ES 
área, 0 < +2 Mira OL mi (Pig > Pi) 
|=1 1= 


Pasando al límite para 4 -0 se deduce, en base a los resultados de Cap.IX, 


n% 2, aplicados a la función > [£ (e )] S 


Po ñ 
treo sE flecer]?ae 4/10 1 ae =0, 
(3 . 


(*) Si mi =0, el sector circular Si se reduce al punto O. Si M¡ > m, el sector de co- 
rona circular S| se reduce a un sector circular, mientras que si M¡=m,>-0 , se reduci- 
rá a un arco de circunferencia o solamente al punto O. 
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o sea 


área¿ C=0. Entonces T es medible, por lo que pasamos a calcu- 
lar su área, 

El sector plano T contiene la unión de los S¡ y está contenido en la de los 
Si y Sj , pudiéndose escribir 


n 


=1 n-1 
ño my (Pia PI) <trea T < LO Ma » 
ds i= 
lo que expresa que área Tes un número de separación entre las dos clases des 
criptas por las sumas indicadas. Pero tales clases son contiguas (Cap. IX, n%2 di 
y tienen como (único) número de separación a la integral + Sl (€)] 24 R. 
Sigue, entonces, la (4), que es lo que querfamos demostrar. (*) 3 
Supongamos ahora que en el citado intervalo [o<,f7] (con f < x+271) 
estén definidas dos funciones contínuas y no negativas LL (P), fo (P) , verificán 
dose para todo punto interiora [oc ,f] la desigualdad LLP)<L1R. 
admitiéndose que sea 4(P)- fa (Pf ) en uno o en ambos extremos de [oc e] 
El conjunto T de los puntos del plano , 
a P=f.(e) definido por las condiciones oc < P< 
<e. (P<e¿<b(p, es 
un dominio plano (fig. 14) que denomina - 


--7” remos dominio polarmente nor- 


mal relativo a las dos funcio — 


nes fi(Q) DP) y de base 


[0,6] 


Designando con T¡ y Ta 2 los sectores planos, de misma base, relativos a 


Fig. 14 


las funciones f¡ (P), Le » se tendrá T2=T,U T yentonces, razo — 


(*) La (4) se puede justificar intuitivamente suponiendo al sector T descompuesto en sec= 
tores circulares elementales de radio £( ( ), ángulo central df cuyas áreas serían, por lo 
tanto, $ [1(p)] ad y considerar al área de T como la suma de estas áreas elementales . 
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nando como en la demostración del teor. II, es fácil concluir que: 
IV -Un dominio T polarmente normal, relativo a las funcio- 
nes continuas y no negativas f, (P), LP) que tenga por ba 
se al intervalo [oc ,f] es un dominio plano medible, y se 


tiene 


1 
area TE [rr]? [a cerrar (5) 
he 


Hagamos una aplicación de la (4) calculando el área (del dominio plano 


Fig. 15 


encerrado por la cardioide, es decir, por la curva de ecuación polar 
9=2 (1+c08 e) (véase fig. 15). 
Tal dominio es evidentemente un sector plano relativo a la función a(1+cos P) 


y tiene por base el intervalo [ - JT, 7r ]. Se tendrá, entonces, por la (4), 


Tr r 
En +/% (1+ cos p Pap a fas cos P+cos*p) dp= 
E o 


€+ cos P sen € Je 


= [Pra cen p + E 


eS 


3 2 
id 
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CAPITULO xxi 


Funciones de dominio 


1 - DEFINICION DE FUNCION DE DOMINIO. 

Para extender el concepto de integral a las funciones de varias variables hare— 
mos uso, además que de la teoría de la medida expuesta en el Cap. precedente , 
también de algunas nociones sobre las denominadas funciones de dominio 

Indiquemos con T un arbitrario dominio acotado y medible del espacio euclí 
deo S¡, . Si consideramos la totalidad de los dominios T que gozan de una 
cierta propiedad, diremos que los mismos constituyen una familia de domi — 
nios acotados y medibles. Hablaremos, por ejemplo, de la familia de los interva- 
los del espacio Sy ; de la familia de los dominios del plano xy que son nor- 
males respecto al eje x (según la definición dada en Cap, XX, nO 5); ete, 

Dada una familia $ de dominio acotados y medibles, supongamos que exista 
una ley que haga corresponder, a cada dominio T de a familia, un bien deter— 
minado número real u . Diremos,en ese caso, que u es una función del domi 
nio T , definida en la familia $ y usaremos para la misma notaciones del ti 
po u=F(T), u=G(T), etc. 

El diámetro de T o, porejemplo, la medida de T , sonejem — 
plos de funciones del dominio T , definidas ambas en la familia de todos los do 
minios acotados y medibles del S,. 

Fijada una función f(x) continua en un intervalo A deleje x , la integral 


b 
dl. f (x) dx puede considerarse como una función del dominio T 
a 


a,b] , defi 


nida en la familia de todos los intervalos acotados contenidos en A. 
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Para el estudio de las funciones de dominio, es oportuno introducir ahora dos lo 
cuciones. 

Dado un dominio acotado y medible T  , diremos que el mismo ha sido des- 


compuesto enun número finito de dominios acotados y medibles T,, Ta» 


Tn (o que se ha efectuado una descomposición de T en los dominios par- 
ciales T], Tar... Tp) cuando se han verificado estas dos condiciones: 1)T es 
la unión de T;, To» +.., Tp; 2) los dominios Ty, Ta, ..., Tp carecen,dos 
a dos, de puntos interiores en común. 

Dada una familia 4 de dominios acotados y medibles T , diremos que tal 
familia es infinitesimal cuando, fijados arbitrariamente un dominio T de 
la familia y un número positivo (” , sea siempre posible efectuar una descom- 
posición de T en dominios parciales Tr. Ta E Ta, cada uno de los 
cuales pertenezca a la familia Ú y tenga diámetro menor que T , 

Es fácil convencerse que es infinitesimal la familia de todos los dominios acota- 
dos y medibles de S, ¡o la de todos los intervalos de S, ;o la de todos los 
dominios del plano xy que son normales respecto al eje x . Se ve también in 


mediatamente que, por el contrario, no es infinitesimal, para rz 2 ,lafami- 


lia de los dominios circulares de S,.. 


2 - DERIVADA DE UNA FUNCION DE DOMINIO. 

Sea u=F (T) una función de dominio definida en una familia infinitesimal 0. 
Indiquemos con E el conjunto de puntos de S, que resulta de la unión de to — 
dos los dominios T de la familia CP , Puestoque %Ú es infinitesimal, pode 
mos afirmar que, para todo punto P¿€£ y todo a >0 , existen dominios T 
de la familia $ que contienen P, y tienen diámetro menor que 


a 


Fijemos, entonces, un punto P¿ de E yelijamosen «q undominio T 
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que contenga P¿ ;queda bien determinado el número 
(1) 

Designando con $ aldiámetrode T ,elnúmero v definido por la (1)no 
puede considerarse como una función (uniforme) de 3 , puesto que, 
en general, existirán distintos dominios T de la familia ¿Y que contienen Bo 
y tienen diámetro $ , los que proporcionarán para v valores generalmente 
distintos, Puede, en cambio, considerarse a v como una función multifor-— 
me de la variable $ y dado que, apoyándonos en lo dicho poco antes, es posi 
ble elegir T con diámetro $ pequeño a voluntad, podemos pensar en efec — 
tuar sobre v el pasaje al límite para ¿—=0 (cfr. Cap. IX, nO 2). A tal efec- 
to debe tenerse presente que a la frase "existe determinado y finito (i 
gual a L) el Vida v ' debe atribuirse el siguiente significado: fijado arbi-= 
trariamente € > 0 ,existe siempre un Ug > 0 tal que, para todos los do 
minios T delafamilia $ quecontiene PQ, y tiene diámetro $ <Ug , 
resulta |v-L|<e 

Si con este preciso significado sucede que existe determinado y finito el lim Y 
diremos que la función de dominio F(T) es derivable en el pun 
to  P¿. El valor de dicho límite será designado e) como la derivada de la 


F(T) enelpunto Py e indicado con el símbolo F' (P¿). Se tiene entonces por 


definición 
' A E(T) 
ENE Pa med T ' 2 


admitido que el límite indicado exista finito. 
Si la F(T) resulta derivable en todo punto P € E , se dice brevemente, que 


F(T) es derivable (sobre la familia «+ ) ;entonces la derivada F'(P) 


(*) Algunas veces conviene mencionar también la familia ¿+ sobre la que se ha definido la 
F(T) y usar frases de este tipo: F(T) es derivable en el punto P, , sobre la familia o; 
derivada de la F(T) enel punto P¿ , sobre la familia o 
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resulta evidentemente una función del punto P definida en E . Téngase, en - 


tonces, bien presente que la derivada de una función de dominio es 


una función de punto. Demos algunos ejemplos: 

La función de dominio F(T)=med T está definida en la familia q de todos 
los dominios acotados y medibles del espacio Sy ;para cada punto P de tal 
espacio y para todo T que contenga a P resulta evidentemente v=1 . Sete 
drá, entonces, F'(P)=1 

Si A esun cuerpo material y T una porción acotada y medible del mismo , 
la función de dominio F(T) = masa de T está definida en la familia «$ de to— 
dos los dominios acotados y medibles, del espacio ordinario, contenidos en A,Fi 
jado un punto P de A yelegidoun T que contengaa P ,elcociente v= 
= nes ES es denominado en Física densidad media de la porción E 
Su límite para 3 —0 , que comúnmente se admite existente, proporciona lo que 
se llama densidad enelpunto P . Entonces la derivada de la función 'ma- 
sade T ", calculada en un punto P€ A ,esigual a la densidad del cuerpo 
A considerado, en el mismo punto P . Análogamente, para la densidad super-= 
ficial en todo punto de una lámina plana material o para la densidad lineal en todo 
punto de una barra rectilínea. 

Un tercer ejemplo lo proporciona el siguiente teorema: 

I-Sea f(x) una función contínua en el intervalo A del eje 
Xx . Llamando con T= [a,b] a cualquier intervalo acotado 
contenido en A , la función 

Fm) = fío ax 03) 
es , en todo punto x € A, derivable sobre la familia 4 de 


todos los intervalos acotados contenidos en A y se tiene 


Fx) =1 (0) - (4) 
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Dem. Tomado un intervalo T = ,b] que contenga a Xy , resulta 


E fo ax 


med T b-a 
y, por lo tanto, aplicando el teorema de la medía (Cap. IX, n% 4, teor. 1) : 
E(T) 
Ss) 
med T 


donde 3 denota un oportuno punto del intervalo T  . Para realizar el pasaje 
al límite para 3 —- 0 es necesario, evidentemente, hacer tender los puntos a 
y b alpunto xy , con loque también el punto E tenderá a X¿ ¡ entonces , 


teniendo en cuenta la continuidad de f(x) , 


E(T 


Mm, med Tr 7 Ya, 7 100) Ñ 


que es lo que queríamos demostrar, 


Si, sobre una determinada familia $ ,la F(T) es derivable en el punto P, 
llamaremos diferencial de la F(T), y lo indicaremos con el símbolo dF(T) 
al producto de la derivada F'(P) por la medida de T ; es decir, pondremos 

d F(T) =F'(P)med T , 
o también, escribiendo simplemente T en lugar de med T: 
dE(T)=FUP).T . (55. 

Aplicando esta definición a la particular función F(T)=T (que, como sabe — 
mos, tiene la derivada igual a 1), obtenemos dT=T , pudiéndose la (5) escri 
bir como 

d F(T) = FP) dT . (5) 

La derivada F'(P) puede entonces indicarse también con las notaciones Em 


dF 
dT 


Registremos, por último, la siguiente proposición de inmediata demostración: 


I - Si E (1, Fa (TD), ..., ELO son funciones de dominio defini — 


das sobre una misma familia infinitesimal d ,y si cada u- 
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na de ellas es derivable sobre o desigrando con Cp Cares 
Cn a constantes arbitrarias, la función F(T) = 07 F,(T) + cgF 4D 
+....+Cp Fn(T) resultará derivable sobre $ y será 


FP) =01 F](P) +02 FAP) +... +0 Fp(P) . (6) 


3- FUNCIONES ADITIVAS DE DOMINIO. 
Sea F(T) una función de dominio definida en la familia infinitesimal $ .Di 
remos que F(T) esaditiva cuando, tomando cualquier dominio T de 04 
y realizando una descomposición del mismo en dominios parciales Ty, Ta, ..., 
Tn (cfr. nO 1) pertenecientes a la familia Ó , resulta 
F(T) = F(T]) + F(T2)+.... + F(Tp) MIEL) 
Por ejemplo, las funciones med T , masadeT , F(T)= [100 as con= 
-sideradas en el n% precedente, son funciones aditivas; no lo es, en cambio, la fun- 
ción diámetro de T . 
Es evidente que, si F,(T), F2(T), ... , Fn(T) son funciones aditivas, lo será 
también toda combinación lineal de las mismas, con coeficientes constantes, 
e,F(T) + CoFo a E AA Cp En (T) 
Demostremos el siguiente teorema: 
I-Sea la función aditiva F(T) derivable sobre la familia in- 
finitesimal ( .Si en todos los puntos P de un cierto domi- 
nio T¿ de 0 resulta F'(P)>0  (<0), se tendrá seguramente 
F(T¿) > 0  (<0) 
Dem. Considerado el caso F'(P) > 0 , probaremos el teorema haciendo ver 
que es absurdo suponer 
£(To) < 0 (2) 


Para fijar las ideas razonaremos en el caso de dominios del plano xy 
Admitiendo que valga la (2) , descompongamos Ty endominios parciales 
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Y, pertenecientes a (4 y todos ellos de diámetro menor que 


To1» To» - Po 


1, Puesto que, por la aditividad, es 
F(To) = F(To1) + F(To9) +-...+ FTP) + 
la (2) nos lleva a asegurar que al menos uno de los números del segundo miem- 
bro debe ser < 0, Designemos con T, 2Uuno, entre los dominios parciales 
Y 


T, , Para el que sea F(TJ) <0. 


7 DL Topo 


Descompongamos T¡ endominios parciales Tyz, Tj2, ..., Tip, , Pperte- 
necientes a Ú y todos con diámetro menor que ¿ ;razonando como antes, se 
ve que entre ellos se podrá elegir un dominio T¿z tal de tenerse F(T,) <o0 

Descompongamos T¿ en dominios parciales Ta1» Tag --. >» Tapa de la fami 
lia 4 y todos de diámetro < 1/3 y entre ellos elijamos uno Tg de modo que 
resulte F(Tg) < 0 , y asf sucesivamente. 

Nace una sucesión de dominios de la familia 

A A (3) 
cada uno de los cuales contiene el sucesivo y tales que resulta 
diámetro de Tp < = (para n>7 1) , ET.) A 

Indiquemos ahora con Rp (tf <X <p, “np <Y<dn) al mínimo in- 
tervalo rectangular que contiene al dominio Tp (n=0,1,2,...) 
y observemos que, siendo ambas diferencias bp -ap , óán -Cp no superiores 


vz 


al diámetro de Ty ,eldiámetrode R, resulta menor que y (para n> 1) 


n 


La sucesión de rectángulos 


A (4) 
es tal que cada rectángulo de la misma contiene al sucesivo resultando, además, 
diámetro de Ry <E , (para n>1) 


Sigue, entonces, la existencia de un punto PQ perteneciente a todos los rectán 


gulos (4) . En efecto; se ve inmediatamente que las dos clases (21, 22, -.- 
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«Ag, ++), (07, Da, .... , Dp,--..) resultan contiguas, como también lo son 
las (07, C2, +». > Cp» -»-»), (dy, da, -.. , dy, -..);llamando con 3 yY 
a los respectivos números de separación, el punto (5,Y )  eselpunto P, 
buscado. 

Tal punto P¿ pertenece también a todos los dominios (3) . En efecto; toman 
do arbitrariamente un cfrculo C concentroen P¿ , siempre se podrá deter— 
minar un entero Y  talque el rectángulo R y esté contenido en C ,con lo 
que también el dominio Ty, lo estará, a la par de todos los dominios sucesivos 
Tél ¡E +... . Enloque respecta a los precedentes Tp, Ty, Ta, To 
dado que contienen a TT, solamente podremos afirmar que tienen infinitos pun- 
tos en común con C., Entonces, fijado arbitrariamente un círculo C de centro 
P¿ ,un T, cualquiera de los dominios (3) tendrá infinitos puntos 
en común con C , loque significa que P¿ es punto de acumulación de dicho 
Ta ; pero el dominio T, *£s un conjunto cerrado, por lo que contendrá a su pun- 
to de acumulación P¿. Entonces PQ¿ pertenece efectivamente a todos los domi 
nios (3) 

Vamos ahora a calcular F'(P¿) usando, para el cálculo, la sucesión de domi - 
nios (3) dela familia 4 . Resulta 
y, como para todo n es F(T) <0 ,sededuce F! (PJ)<0 , lo que está 
contra la hipótesis de que en todo punto P de T¿ ,sea FY(P)>0. Esen- 
tonces absurdo suponer que valga la (2) , osea que será F(T¿)> 0 ,que es 
lo que queríamos demostrar. 

De este teorema se obtiene una importante propiedad de las funciones aditivas, y, 
para enunciarla, conviene introducir una locución. Sean F(T) una función aditiva 


de dominio definida en la familia infinitesimal $ y f(P) una función de punto de 
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finida en el conjunto E , unión de todos los dominios T de  «G .Sedirá que 
la F(T) verifica la propiedad de la media respecto a la fun - 
ción f(P) si, para todo T de Y resulta 

Af, T).med T< F(T) < Mt,T). med T, (5) 
donde, según una notación ya adoptada, A(f, T) y A(f,T) denotan, respecti— 
vamente, el extremo inferior y el extremo superior de la función f(P) en el domi 
nio T 

Tras esto, nos ocuparemos de la propiedad a que se había hecho referencia y que 
está expresada por el siguiente teorema de Cauchy - Fubini: 

II - Si la función aditiva de dominio F(T) , definida en la fa - 
milia infinitesimal $ ,es derivable sobre O , verificará 
la propiedad de la media respecto a su derivada F'(P). 
Poniendo F'(P) =f(P) , es necesario hacer ver que, designando con T¿ a un 
dominio de 4 fijado arbitrariamente, es válida la 
ME, T¿) med To < F (To) < Alf, To) med To 
Demostremos, por ejemplo, la 
F(To) < A(t, To) med Ty , (6) 
observando que basta hacerlo en la hipótesis que Af, T¿) tenga un valor finito , 
al que indicaremos simplemente con Aj. 

Fijado arbitrariamente € > 0 , consideremos la función de dominio G(T) = 
=F(T) —(A¿+ € ) med T que es aditiva y derivable sobre $ con derivada 
dada por G'(P)=f(P)—(Ay+e€) , (teor. II del n* precedente). Del momento que 
No esel extremo superior de f(P) en T¿ resultará, para todos los puntos P 


de Tos 


EP) <A¿+e,osea f(P)-(A¿+ €) <0 . Porel teor. I será en — 
tonces G(T¿) <0 ,esdecir, F(Tp) < (Ay + €) med Ty , y como esta desi- 


gualdad vale para todo € > 0 , se deduce que vale la (6), que es lo que quería 
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mos demostrar. 
4 -FUNCION DE DOMINIO PRIMITIVA DE UNA FUNCION DE 
PUNTO DADA. 

Examinemos ahora la operación inversa de la derivación de una función de domi - 
nio. Sean PD una familia infinitesimal de dominios acotados y medibles T ; E 
la unión de todos los dominios T de Ú ; f(P) una función real de punto defi- 
nidaen E , Se pide definir en «4 una función de dominio F(T) 
que resulte derivable sobre 64 ,y que tenga como derivada 
la f(P) . Talfunción F(T) recibe el nombre de una función primiti- 
va, sobre la familia 0 , de la función de punto f(P). 

El problema asf planteado resulta en general indeterminado/(”); pero resulta de — 
terminado si se impone la condición de que la función primiti— 
va F(T) buscada sea aditiva. Se tiene, en efecto, el siguiente teorema: 
I- Dadas la familia infinitesimal óú4 y la función de punto 
f(P) definida en E , no puede existir en 0 más de una fun 
ción de dominio F(T) ,que sea aditiva y primitiva sobre O 
de la f(P) asignada. 

Dem. En efecto; si admitimos que existan dos Fy(T), Fa(T), su diferencia 
G(T) = F¡(T) — Fa(T) sería una función aditiva con derivada G'(P) = f(p) —f(p) = 
=0 , Por el teor. de Cauchy-Fubini, la G(T) debe entonces verificar la propie- 
dad de la media respecto de la función idénticamente nula, por lo que será necesa- 
riamente G(T)=0 ,osea, F,(T) = E, (T) ,Que es lo que queríamos demos — 


trar. 


(*)Por ejemplo, si existe una primitiva F(T) dela £f(P) , se ve inmediatamente que son tam 
bién primitivas de la f(P) las infinitas funciones F(T) + cg (med TÉ + cg (med TR +......+ 
+ Cp (med T)? donde n esunentero positivo y Ca, Cg, ...-. Cp Constantes arbitraria: 
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Este teorema asegura la unicidad de la función aditiva primitiva de 
la f(P) ; pero no asegura que tal primitiva exista. 

No podemos aquí ocuparnos, en general, del problema de la existencia de la fun 
ción aditiva de dominio, primitiva de una función de punto f(P)dada; nos limita— 
remos a estudiarlo en el caso de que la f(P) sea continua. 

En el caso de una función contínua de una variable el problema ya ha si- 
do resuelto por el teorema 1 del n% 2 que afirma, en substancia, que una función 
f(x) , continua en un intervalo A , admite como primitiva (única) la función a 
ditiva de dominio F(T)= fío dx 0) , Sobre la familia de todos los intervalos 

a 
acotados T = [a,b] contenidos en A . Recordemos (Cap. IX, n% 2) que en 
este caso particular la F(T) (es decir, la integral) ha sido construida como lí — 
mite de ciertas sumas integrales (7 

Pasando al caso de una función f(P) de varias variables, demostraremos en el 
sucesivo n% 5 , la existencia de la función primitiva siguiendo un camino perfecta 
mente análogo a aquél ahora recordado; pero antes de hacerlo queremos señalar 
otro teorema que nos será de utilidad a continuación. 

U -Dadas la familia infinitesimal 4 y la función de punto 
f(P) definida y continua en E ,no puede existir en 4 más 
de una función de dominio F(T) aditiva que goce de la propie 
dad de la media respecto a la f(P). 

Dem. Sea F(T) una función que verifique las dos propiedades dichas, Fijado 
arbitrariamente un dominio  T  delafamilia 4 , y designando con m, M 


1d 
al mínimo y al máximo sd de f(P) en T , la propiedad de la media se tradu- 


(*) No se confunda esta afirmación con la del Cap. IX,n% 6, según la cual f(x) admite infini— 
tas primitivas dadas por P (x)=c + f£(t) dt . En ese capítulo la locución "función primitiva" 
debía entenderse en el sentido de función de la variable x que tiene como derivada En el 
sentido ordinario) a la f(x) ; acuí, en cambio, la misma locución tiene el sentido de función a 
ditiva de dominio, que tiene por derivada (en el sentido del n? 2) a la £(x). 

(**) my M- existen sín duda en virtud del conocido teor. de Weierstrass (Cap. XV, n% 6,teor.I); 
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ce en la 


m. med T<F(T)<M.medT , 5650) 


por lo que será 


ET) 
med T 


m< <M. (2) 
Por otra parte, fijado arbitrariamente un punto P¿ € E sabemos, por la con 
tinuidad de f(P) en E ,que, dado e > 0, existe un dominio circular C de 
centro P¿ , y radio oportuno $¿  talque, para todo punto P€ENC re 
sulta 
E(P¿) —= € < £(P) <5H(P¿)+ € 035) 
Entonces, todo dominio T que contenga a Py yde diámetro Y < Se 
resultará obviamente contenido en C (además queen E ) por lo que en vir- 
tud de (3) será 
f(P¿) € <m<M<f(Pg)+ € . (4) 
De (2 y (4) se deduce que, para todo 'T que contenga a ES y de diá — 


metro $ < $e resulta 


E(T) 
f(Po)-= € < mar < MP0) + 
E li AE) f deci di 
sto expresa que ss “med Tr 7 (Po) , es decir que F(T) tiene por de 


rivada a f(P) ; ahora, porel teor, 1, tal F(T) es necesariamente única . 
5 -CONSTRUCCION DE LA FUNCION ADITIVA DE DOMINIO 
PRIMITIVA DE UNA FUNCION CONTINUA DE PUNTO DADA. 
Sean A un dominio arbitrario del espacio euclídeo S. y f(P) una función 
(real) continua en A . Indicaremos con $ la familia infinitesimal constituida 
por todos los dominios T , acotados y medibles, contenidos en A 
Fijado un dominio T de la familia 0 , realicemos una descomposición D 
de T enun número arbitrario n de dominios parciales Ti. Ta, E 


n > 


en este caso se tiene A(,T)=m : A(f,T)=M 
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pertenecientes todos ellos a la familia $ 

e indiquemos con W3  almayorde los YES 
diámetros de los dominios Tr. Tos >> => 

Tar que designaremos con el nombre de z E 
norma de la descomposición D  .Fi 7 

jemos después, en forma arbitraria, un NE 


punto P, enel dominio T, , un pun 


to Py eneldominio Ta, ...., un 
punto E en el dominio Tn Y calcu- 
, Fig. 16 
lemos la suma 
n 
=D f(P).medT, , (1) 
i=1 


que llamaremos suma integral relativa a la f(P) yaldominio T. 
Observemos dos modos particulares de elegir los puntos P¡ . En cada uno de 

los dominios T¡ la f(P) admite mínimo absoluto m; y máximo absoluto 'M; 

y entonces podemos elegir en cada T¡ al punto P¡ siempre en el punto (o en u 


no de los puntos) donde la f(P) asume el correspondiente valor mínimo mj ,o 


siempre en el punto (o en uno de los puntos) donde la f(P) asume el valor máxi- 


mo Mj¡, Procediendo así obtendremos las dos sumas integrales particulares 
n 


n 
Ed tod . Ss > My med 7; (2) 
Confrontando s y S con la suma genérica (1) es evidente que, en co-= 
rrespondencia a una misma descomposición D de T ,resul- 

ta 
s<05r<s (3) 


Del mismo modo que en Cap, IX, n* 2 , Podemos considerar a las sumas inte - 


grales 0 como funciones infinitiformes de la variable $ y puesto que (recar 


demos que «$ es una familia infinitesimal) podemos efectuar descomposiciones 
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de T connorma D tan pequeña como se quiera, estamos en condiciones de 
realizar sobre (7 el pasaje al límite para 4 — 0. 

Aclarado esto, demostraremos el siguiente teorema; 

I-Al tender a cero la norma $ de la descomposición D la 
suma integral (7 tiende a un límite determinado y finito L 
en el sentido que, dado arbitrariamente £ > 0 , existe un 
$£ > 0 tal que, en correspondencia con toda descomposi — 
ción D que tenga norma 3 < 3; , resulta siempre|0=L|<e 
Dem. La dividiremos en tres partes. 

Pe parte) Consideremos una descomposición D deldominio T y las corres- 
pondientes sumas s y S proporcionadas por (2) Consideremos después o 
tra descomposición D j que sea sucesiva ala D entendiéndose con 
tal nombre que ha sido obtenida a partir de D  descomponiendo alguno de los do 


minios T,, Ta, -.-, T relativos a la misma «e, y designemos con st y 


n 
S* las correspondientes sumas análogas a las (2) . Deseamos demos - 
trar que se tendrá 
st> 8 y s<s (4) 

Bastará evidentemente hacer ver que, partiendo de la DD, la descomposi - 
ción de uno cualquiera de sus dominios T; en dos dominios parciales (medibles) 
Y n Y provoca un aumento (o al menos no una disminución) de la suma s y 
una disminución (o al menos no un aumento) de la suma S 

Y en efecto, el dominio T;¡ contribuye en S con el término m; med Ti y 


donde m; es el mínimo de f(P) en T¡ .Sise descompone T¡ en T| y 


Ty ,en lugar de la citada contribución mM méd T, se tendrá esta otra: 


o También puede decirse que D + es sucesiva a JD cuando todo dominio parcial Ti, sE 


. Tr de D * está contenido en uno de los dominios parciales T¡,Tz,..., Tn de D 
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mj med T| + mj' med Ty , donde m¡ eselmínimode f(P) en T¡ y mp 
es el mínimo de f(P) en T| ;pero, como resultan evidentemente mi mo, 
my >mo, será también 
mj med T¡ + mi! med T;' > m, (med T¡ + med T¡') = m, med T¡ , 
con lo que, efectivamente, no se tiene una disminución de la suma s 
Análogamente, en la suma S se tiene inicialmente la contribución M; med Y, 
donde Mj¡ eselmáximo de f(P) en T;¡ y después la contribución 
Mj] med T] + MJ med Ty , donde M¡ y My son los máximos de f(P) en Y 
y T , respectivamente. Puesto que Mi <M; y Ms M, resultará 
Mi med Ti + My med T pS M; (med Y + med Ti )= M; med T , 
y, efectivamente. la suma S nc aumenta. 
2% parte) Si en correspondencia con todas las posibles descomposiciones D del 
dominio 'T se calculan las sumas s , se obtiene una clase de números que in 
dicaremos con (sj ;análogamente para las sumas S que generan una clase 
ist 
Queremos demostrar que estas dos clases son contiguas, vale decir que: 
ex) todo número de la clase (sj) es menor o igual que todo 
número de la clase (S] ; 
()dado arbitrariamente € > 0, existen un número de (Sj y; 
un número de (sj) cuya diferencia es menor que € 
Demostremos la proposición oc ). Consideradas dos descomposiciones 
arbitrarias Ú) y D' deldominio T y llamando con s ala suma realiza— 
da con los mínimos correspondiente ala Í) ycon S' ala referente a los má- 
ximos en la D)' , es necesario demostrar que 
s<ss . (5) 


Puede demostrarse que existe una tercer descomposición ÍD * del dominio T 
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que sea sucesiva seaa Ú comoa D' e . Llamando con s* y S* a las 
sumas correspondientes aD)* , se tiene por la (4) : 

st>s > SEs ; 
por otra parte, debido a la (3) , tenemos que St > s* , pudiéndose entonces 
escribir 
BLUES ESO») 
de donde sigue la (5). 
Demostremos la proposición f ). Dado e > 0 , Por el teorema de 
Heine Cantor aplicado a la f(P) continua de T ,existeun ¿£ talque, toma 
dosen T dos puntos cualesquiera que verifiquen AS $ , resulta 
€ 
| 12) —£em | < ETE A 


Consideremos ahora una descomposición cualquiera DD deldominio T que 


tenga norma 3 < 3¿£ . Es evidente que en cada uno de sus dominios parcia - 


a 
med T 


S que corresponden a una DD) asf obtenida, resulta 


n n 
5 LE = 
e (Mj - m; ) med T¡ < 2, m0 7 = aimed T=e 


les T¡ resulta M¡—m;¡ < , de modo que, para las sumas s y 


ga 


parte) Establecido que las clases (s)] , (Sj son contiguas,  designemos 
con L alnúmero de separación de las mismas y demostremos que tal núme 
ro es, precisamente, el límite al que, para 8$—0 , tienden 
las sumas integrales (7 

En efecto; poco antes hemos visto que, dado £ > 0 existeun $g > 0 tal 
que todas lasdescomposiciones DD) ,connorma 3 < $ ,generandos 
Sutuas que verifican 


Ss <€. (6) 


(*) Esta propiedad no es ya evidente como en el caso de los intervalos de una recta (cfr. Cap.IX, 
nO 2) y requiere una minuciosa demostración que expondremos por separado, enel N% suce- 
sivo. 
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Por otra parte se tiene 

s<L<S, (7) 

mientras que, para toda suma integral 0” correspondiente a tal descomposi - 
ción D ,valela (3) .De (3), (6) y (7) sigue  [o-L|]< S-s<e , 
de modo que queda probado que, apenas sea Y < $ , resulta siempre | (- 
- L| <E€ ,quees lo que queríamos demostrar. 

El teorema que acabamos de exponer nos permite asociar a cada dominio T 


de la familia $ un bien determinado número real 


n 
L= poo K(P;) med T, . (8) 


Nace así una función de dominio L=F(T) , definida en la familia d , De- 
mostraremos que 
UI - La función de dominio F(T), recién definida sobre la fa - 
milia 46 , es una función aditiva y resulta primitiva, sobre 

$ , de la función continua f(P) dada 
Dem. Para probar que F(T) es aditiva basta hacer ver que, descompuesto T 
en dos dominios parciales T, y T2 de la familia $ , vale la 

F(T) = F(Ty) +F(T9) . (9) 

Consideremos una descomposición D ¡ del dominio T, en dominios parcia 
les Tiz, Tj2» +++ » Tim de la familia Y  yuna descomposición DD y del do 
minio Ty en dominios parciales Taj» Tags -.- > Tam » siempre de la fami- 
lia $ . En correspondencia con tales descomposiciones, consideremos las dos 


sumas integrales 


,  2=)_1(P) med Ta; 
j-1 


relativas, respectivamente, a los dominios Tr $. T 
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Es obvio que Ú 1 Y D 2 individualizan una (particular) descomposición D 
del dominio T y también es evidente que, entre las sumas integrales relativas al 
dominio T y correspondientes a esta descomposición D , existe una igual a 07+ 
+02 

Llamando con 3 alanormade D , las normas de bi] nta D y Son <ó, 
por lo que se tendrá 
lim (,=F(T) , lim 0 =F(T 5 lim (0, + 09)=F(T); 
Es go 2 ra ' L am: 
por otra parte es cierta la lim (0, + (2) =lim"(”, +lim (, , de la que si- 

do $0 $-0 

gue la (9). 

Demostremos ahora que F(T) es primitiva de f(P) , haciendo ver que, fija- 


do arbitrariamente un punto Py € A ,setiene FY(P¿)=f(P¿) , osea 
F(T) 


CN aid 


donde T es cualquier dominio de P que contenga a Bo Y $ el diámetro 
de T. 

Observemos primeramente que, cualquiera sea el dominio T , llamando con 

m y M al mínimo y al máximo de f(P) en T , se tiene 

m . med T <F(T) <M.medT , (11) 
ya que sabemos de la demostración del teor. 1 que L=F(T) eselnúmero de 
separación de las dos clases contiguas [sj , (S|] y, por otra parte, es obvio 
que m.med T es un número de la primera clase y M . med T un número de 
la segunda. 

Partiendo de la (11) no es necesario sino repetir un razonamiento idéntico al he 
cho en la demostración del teor. II del n? precedente, para llegar a la (10), que 
es lo que queríamos demostrar. 

Con los teoremas 1 y II de este n% , queda completamente resuelto el proble - 


ma de construir la única función aditiva de d>»minio F(T) primitiva de una fun — 
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ción contínua de punto f(P) dada. 

6 -UN TEOREMA SOBRE LA DESCOMPOSICION DE UN DOMI - 
NIO. 

En el curso de la demostración del teor. 1 del n* precedente dejamos en suspen 
so una cuestión sobre la que ahora volveremos. Concretamente, dado un dominio a 
cotado y medible T , y efectuadas dos descomposiciones O; D * del mismo 
en dominios parciales medibles, se trata de demostrar que existe una tercer des- 


composición D) * sucesiva seaa D comoaD'. 


Sean T¡, Ta, ..., Tp los dominios medibles de la descomposición D;U, 
U2, ..., Un los de la D' se podría suponer que se obtendría la descomposi- 


ción buscada D * sobreponiendo simplemente las dos dadas; pero en general es 
to no resuelve el problema pues podría suceder que procediendo así se origine u - 
na subidivisión de T en infinitos dominios parciales. Examínese, por e— 
jemplo, la fig. 17. El dominio T es un rectángulo (0 <x < eS 0<y < 

1 
S El que, en la fig. 17 a) está descompuesto en dos rectángulos T. T, Al 


mediante la recta y=0, mientras en la figura 17b) está descompuesto en dos 


dominios Uz, Us (normales respecto al eje x ) mediante la curva 

y x? sen E que cumple infinitas oscilaciones entre las dos parábolas y= x? 
x 

Es claro que sobreponiendo estas dos descomposiciones, el dominio T queda 


subdividido en infinitos dominios parciales. 

Es necesario, entonces, proceder de otro modo; por ejemplo, como en el queex 
pondremos a continuación, Para comprenderlo mejor es útil tener presente que,en 
este Cap., hablando de dominios, nunca hemos exigido que sean internamente co- 
nexos ; enotras palabras, es perfectamente lícito realizar subdivisiones en do 
minios que estén constituidos por varios trozos separados, eventualmente infini — 


tos, con tal que la unión de los mismos sea un conjunto medible. Por ejemplo, en 


1 
Pe 
7, 
9 z 
mr 
7 
a) 5) 
Fig. 17 


el caso de la fig 17, la dificultad que señalamos antes se supera inmediatamente 
pensando que los infinitos rectanguloides situados sobre el eje x constituyen reu 
nidos un solo dominio y otro tanto con aquéllos situados por debajo. Expondremos 
ahora el modo riguroso de realizar esta idea. 

Introduzcamos los m.n conjuntos 
Vi TN y, + (i=1,2,...m;j=1,2...,n) 
y hagamos notar que cada Vi¿ es un 
conjunto cerrado (eventualmente 
vacfo)contenido en Te, 

Indiquemos después con Aj¡ elcon- 
junto de puntos interiores de Vij , te- 


niendo presente que cada Ajj es un 


campo, eventualmente vacío (si Vij es 


vacío o, aún no siéndolo, si carece de pr 


(*) La intersección de dos dominios no es, en general, un dominio: sinembargo siempre es un 
conjunto cerrado, ya que se puede fácilmente demostrar que la intersección de dos 
conjuntos cerrados siempre es un conjunto cerrado 
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tos interiores). 

Consideremos, por último, la clausura Ajj de cada campo Ajj ; sabe- 
mos (Cap. XIV, n% 7), que cada Aj¿ esun dominio (eventualmente vacío si 
Aij_ es vacío). 

Demostremos el siguiente teorema: 

I- Los dominios e) Aij son todos medibles y proporcionan u- 
na descomposición D* del dominio T , que resulta sucesi 
va tanto a la D comoala D', 

Dem. Comencemos demostrando que cada dominio As es medible, o 
sea que med, PA = 0 (Cap. XX, n% 3, teor. 1). Es evidente que un pun 
to interior (o exterior) a Vij es también interior (o exterior) a Ajj , por lo 
que un punto de “A; no puede ser ni interior ni exterior a V¡¡; necesaria — 
mente será un punto de Fi . Queda asf demostrado que FAyS Fs; de 
lo que se deduce med, FAj; <medy Vi; (Cap. XX, n% 4, teor. I); pero — Vi, 
como intersección de los dos dominios medibles Y Y 0; , €s un conjunto me. 
dible (Cap. XX, no 4, Teor. IV) de lo que sigue med¿ Vij =0 , Entonces se- 
rá med¿ FA =0 ,quees lo que queríamos demostrar. 

Demostremos ahora que cada dominio 5 está contenido en los 
dominios T¡ y U;. Sabemos que Aj¡ <V;; de lo que sigue D As DW; 
Además, siendo Vij¡ cerrado, tenemos Dv; € Vij y, entonces, DAj; EVij 
por lo que se tendrá Aj U FAaj SV; , 0 sea, Ajj SV; ; pero Vij = 
=TN Uj , de donde sigue la tesis. 

Pasemos a demostrar que dos dominios distintos Aj > Ass no 


pueden tener puntos interiores en común. Hemos visto recién que 


(*) Enla D * se tendrán naturalmente en cuenta solamente los Xjj que no son vacíos; — sin 
embargo, en la demostración que realizamos, razonaremos sobre todos los A;¡. Es claro que 
una vez demostrado que ellos descomponen a T-. se habrá también asegurado que no todos son 
vacos. 


51 XXI -6 
Ay ¡Tica Aj; Ss U; , Pudiendo entonces afirmarse que un punto interior de 
Bij resulta interior tanto de T¡ comode Uj . Análogamente para Any «En 
tonces, si Aj y Asu tuviesen un punto interior en común, este sería inte — 
riora Ti, Tin, Uj , Ujr .Como Aj y Apy Sondistintos, debe 
por lo menos ser iXi' o jj ¡si ¡Xi! se llega al absurdo que T¡ y 
T¡ tendrían un punto interior en común o si j+*j' que lo tendrían U; y Us 
quedando así demostrada la tesis. 


Demostremos por último que 


m 
T=UY UY A; (1) 


i=l j=1 
mn 
De las dos relaciones evidentes T=|]/ U Vijos Vij=Aj U FVi sigue 
mi n i=1 j=1 m n 
esta otra T= U U (Ajj UFVij)- Llamando con A la U U Aj y con 
i=1j=1 i=1 j=1 


mon 
va UyUuy FVi , escribiremos también T=AU v 


Observemos, además, que el conjunto V tiene medida nula, ya que es la u-— 
nión de un número finito de conjuntos F” Vi , cada uno de ellos de medida nula ; 
esto implica (Cap. XX, n% 3, teor. IV) que V carece de puntos interiores. 

Advertidos de esto, consideremos un punto P € T .Elpunto P es de acu- 
mulación de puntos interiores de T (Cap. X, n% 7) y de ahí que en to- 
do entorno circular de P pueda construirse un dominio circular C ,que no 
contenga a P y formado totalmente por puntos de T=A [Jj V . Resulta evi — 
dente que Cno puede estar constituido totalme nte por puntos de V , puesto 
que éste carece de puntos interiores; entonces C contiene necesariamente pun- 
tos de A  . Esto nos permite asegurar que, en todo entorno circular de P  ca- 
en puntos de A distintos de P  , vale decir, que P es punto de acumula — 


ción de A. 
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Recordando que A es la unión de los campos Aij (en número finito), se de - 
duce que P es punto de acumulación de por lo menos un Ajj perteneciendo, en 
tonces, a la clausura Ay del mismo. 

Resumiendo: todo punto P € T pertenece al menos a uno de los dominios Ajj 


pudiéndose escribir 
m on 
TeYU Aj (2) 
js 


Por otra parte ya se ha visto que cada Aj está contenido tanto en T; como 


en Uj ,y, por ende, en T ;se tendrá también 
n 


m 
Tr JUAS; ; (3) 
i=1 j=1 
de (2) y (3) sigue la (1), que es lo que querfamos demostrar. 
Hemos asf probado cuatro proposiciones, de las cuales, la E y Pasegu — 
ran que los Ay realizan una descomposición D* de T endominios medi - 
bles, mientras la 2% afirma que D* es sucesiva tanto a la DD) comoa la D”. 


El teor, 1 queda asf completamente demostrado. 
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CAPITULO  XXII 


Integración de las funciones continuas 
de varias variables y aplicaciones 


1 -DEFINICION Y PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE UNA 
FUNCION CONTINUA SOBRE UN DOMINIO ACOTADO Y ME- 
DIBLE. 


Sean A un dominio arbitrario del espacio euclídeo Sp y f(P)=f u Xa 


., Xp ) una función real definida y continua en A  , Designando con «p ala 
familia infinitesimal constituida por todos los dominios acotados y medibles 
T contenidos en A , sabemos por el Cap. anterior que existe y es única la fun 
ción aditiva de dominio F(T) que tiene por derivada, sobre la familia PY , a 
la función f(P) dada. 

Para cada dominio T que se fije, el correspondiente valor F(T) de tal fun- 
ción será designado como la integral de la f(P) (extendida) sobre 


el dominio T e indicado con el símbolo 


fiar o también fr, X2+ <=», Xp) dx, dxy ... dxp. (1) 
Ax E 


Teniendo en cuenta los resultados del n? 5 del Cap. precedente, se puede dar u 
na definición directa de la integral (1) del siguiente modo. Considérense las des 
composiciones D de T en dominios parciales medibles Tr. Ta, +, Tn 3 
elíjase en cada T¡ unpunto Pj¡ y calcúlese, sucesivamente, la suma integral 


n 
=> £(Pi) med T¡ ;sise designa con 3 alanormade D se tendrá 
i=1 


n 
an (Prd T EA f(P;) med T¡ , (2) 


o también, llamando con mj¡ y Mj¡ almínimo y al máximo de f(P) en T¡, 
En 


se calculan las sumas Ss 2 mjmed T¡ , S Mj; med T¡ yentonces la 
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integral (1) es el número de separación de las dos clases contiguas [sj ,(S) 
descriptas por las citadas sumas, cuando varía la descomposición LD de T.De 
lo dicho surge que 

I-Toda suma s Y med T, proporciona un valor aproxima 
do por defecto de la integral (1) [mientras que toda S= 
= 7 M; med T¡ lo hace por exceso]. 

Units la definición recién dada de integral se aplica también cuando f(P) 
sea función de una variable x y, enel caso particular que T sea un intervalo 
acotado [a,b] del eje x  , nos permite reencontrar la integral introducida en 
el Cap. IX, n% 2 (como surge del teor. 1 del n 2 del Cap. precedente). 

La actual definición nos permite, sin embargo, considerar también integrales 
del tipo ES dx extendidas sobre un dominio acotado y medible del eje x que 
en asc no será un intervalo). La consideración de estas integrales más gene - 
rales para funciones de una variable tiene escasa importancia desde el punto de vis 
ta de las aplicaciones; es , en cambio, esencial para funciones de varias variables, 
para las que de ninguna manera nos podemos limitar a considerar solamente inte — 
grales extendidas sobre intervalos. 

Las integrales de funciones de una variable se llaman también integrales 
simples; las de funciones de dos variables integrales dobles, usándose , 
para las mismas, también la notación Jfierar o la fix. dxdy ;las de 
funciones de tres variables, integra le s triples , ads a menudo con 
Y, f(P)dT o también NM 10, 2) dx dy dz ;enel caso general frecuente - 
PE se usa la denominación E integrales múltiples. 

En el Cap. IX, a propósito de las integrales simples, se había también introduci 
do los conceptos de integral definida (dependiente de una orientación delin 


intervalo de integración) y de integral indefinida; advirtamos que nada aná 
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logo haremos para las integrales dobles, triples, etc. 
En el caso particular f(P) =0 ,la (2) nos da inmediatamente fo dT=0, 
mientras que, en el caso f(P) =1 , nos proporciona el siguiente teorema: 
UI -Si T es un dominio acotado y medible de Sy ,se tendrá: 
qe T = med T (3) 


y, en particular, para r=2,3: 


//ar- // ax dy = área T ; M/ar- J// ax ay drrvolumen T (81) 
py T ns 


T 
Este teorema justifica el hecho de que al símbolo dT =dx¡ dxz ... dXy , quein 


terviene en la notación adoptada para los integrales, se le de el nombre de ele- 
mento de medida (de área, de volumen, etc) del espacio Sy (del pla 
no, del espacio, etc.). 

Las propiedades de la integral V4 f(P)dT son totalmente análogas a las expues 
tasenel Cap. IX, n%4 ; ras ellas son consecuencia inmediata de las pro 
piedades de las funciones aditivas de dominio vistas en los n0$ 3, 4 del Cap.pre 
cedente. 

ll - (Teorema de la media) . Llamando con m y M al mínimo 
y al máximo de f(P) en T , se verifica 
m.med T < fKP)IAT < MmeAT, (m) 
0 


pudiéndose escribir 


=p (4) 
donde f representa un oportuno valor comprendido entre m 
y M. Mm Si el dominio T es internamente conexo, existi- 
rá en 6l por lo menos un punto Q tal que resulte y =1f(Q) ,y 


entonces 


(*) Elnúmero q  sellamael valor medio dela f(P) en T. 
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fem ar 


ar 10 (4) 


Dem. La (4) es una consecuencia inmediata del teor. de Cauchy -Fubini aplica 
do a la función aditiva de dominio F(T) = / K(P)dT. que tiene por derivada £(p) 
o también del teor. I teniendo en cuenta Pe m . med T es un valor particular 
de s y M.medT un valor particular de S . La (4) surge del hecho 
que, en virtud de la hipótesis hecha sobre el dominio T , puede aplicarse el te- 
or. III! del Cap. XV, n% 6 y concluir que f(P) asumeen T , por lo menos u 
na vez, el valor 4 comprendido entre m y M. 
IV - (Teorema de la media generalizado). Sean f(P) y g(P) fun- 
ciones continuas en T y, además, sea g(P)> 0. Designando con m y Mal 
mínimo y al máximo valor de f(P) en T , se tendrá 

m [e dT < EE) AT <M [sw ar, 6) 
y si el dominio T es lore conexo, existirá en él por lo menos un punto 
Q para el que se verificará 

Jimevrar = 10 furar 65) 

Dem. En virtud de la hipótesis g(P) > o , será evidentemente (con las nota- 
ciones de costumbre): 


n n n 
m % g(P;) med T, < ds £(Pj) 8(P,) med T, < AN g(P;) med T, , 
a é É 


y de ésta, pasando al límite para $ —-0 , resulta la (5). 


si Jen dT=0 se deduce de la (5) que JPgyar = O, resultando 
bo 


E 
cierta la  (5') cualquiera sea el punto Q e T Si, en cambio, £ g(PJaT >0 
L E(P)IE(PIaT 
de la (5) obtenemos para el cociente =—————— un valor q  compren- 
YA g(P)aT 
Ly 


dido entre m y M ,ycomo T esinternamente conexo, la f(P) asumirá, 


por lo menos una vez, el valor 4 en T ,conloque queda demostrada la (51). 
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V -(Teorema de la aditividad). Descompuesto el dominio T 
en un número finito de dominios parciales acotados y medi — 
bles T;, Ta, c=no»s Tp ,5e tendrá 

Lior- LPRA «¿eos (6) 
Dem. Es una o neoo encia a del hecho e F(T) Sa f(P)JdT es una 
función aditiva de  T. 
VI - (Teorema de la distributividad) -Si  f1(P), f2(P), ..., f, (P)son 
funciones continuas en T fijadas arbitrariamente las cons- 
tantes C7],C2, +... , Cp , será 


Le E(P) + 69 fo(P)+ ... + Cp £p(2)] r=0, fi sia 
'T 
(7) 


Dem. Basta considerar el caso de dos funciones. Tendremos en ese caso, por la 
(1): 


n 
Lic + cofo(P)] ar = >> [e,£, (Pp) + epfo(E,)] med T,= 
E z 
= lim [ej f¡(P,) med T, + ca 
ES [ il El 


n n 
=C4 lim f med T,+cCo lim P;) med T; = 
1 e 1) 1+02 5 i 


-01 40 Tee ftgrrar 
LD E 
De este teorema se extrae, en particular, la conclusión de que la integral 


2(B,) med 1,] = 


de una suma de dos o más funciones es igual a la suma de las 
integrales de cada una de las funciones yque un factor cons 
tante se puede llevar fuera del signo de integral. 

Con demostraciones totalmente análogas a la de los teoremas V, VIy VI del 


Cap. IX, n% 4 , se pueden además establecer los siguientes tres teoremas: 


VI - Si en el dominio T resulta f(P)>0 ,se tendrá: 
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Ji EP)JIT30, (8) 
T 
y además, si T es cualquier dominio medible contenido en 
T , resultará 
/1 dT > ES dr”. (9) 
e Tz 
En la (8) vale el signo = sólo si f(P) es idénticamente nu- 


la en T—Tz 


VII - Si f(P) ,, g(P) son funciones continuas en T y además 


[e aT > Le aro, (10) 


valiendo el signo = sólo si f(P) =g(P) 


es £(P)>8(P) , será 


IX - Vale la desigualdad 


| [tor < /10] ar a (11) 
“Y E 


valiendo el signo = en los únicos casos en que f(P) seasiem 


pre no positiva o siempre no negativa . 


Agreguemos una última propiedad de la integral, que aprovecharemos a continua 
ción, y que en esencia ya estaba contenida en los teors. 1 y II del n% 4 del Cap, pre 
cedente. 

Nosotros habíamos indicado con Pla familia infinitesimal de todos los domi- 
nios acotados y medibles contenidos en el dominio A de continuidad de la f(P). 
Algunas veces puede ser necesario considerar familias infinitesimales P' consti 
tuidas por dominios particulares T de la familia 0 £ “por ejemplo: la familia 
de los intervalos contenidos en A ;o, enel caso del plano, la familia de los do- 
minios normales respecto al eje x contenidosen A; ete_/ . Es obvio que,tam 


bién sobre tal familia parcial $' , la integral e f(P)dT resulta ser una fun — 
ción aditiva de dominio que tiene por derivada a f(P). 
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Teniendo esta observación en cuenta, así como también los dos teoremas antes 
mencionados, se puede enunciar lo siguiente: 

X - Dadas la función f(P) continua en A y cualquier familiain 
finitesimal € de dominios T acotados y medibles conteni— 
dos en A , supóngase haber logrado,con cualquier procedi - 
miento, construir sobre Ó0' una función aditiva de dominio 
F(T) que tenga por derivada la f(P) , o que verifique la pro - 
piedad de la media respecto a la f(P) .En ambos casos será 
necesariamente Em) = fírar 

2-EJEMPLOS DE CONJUNTOS MEDIBLES EN EL ESPACIO;¡SIG 

NIFICADO GEOMETRICO DE UNA INTEGRAL DOBLE. 

Sean E un arbitrario conjunto acotado de puntos del plano xy y h un 
número positivo. Llamaremos cilindro recto, debase E yaltura h , 
al conjunto T de puntos (x,y,z) del espacio que verifican las dos condiciones; 
(x,y)€E, 0<z<h . Demostraremos a continuación que 
I-Si la base E del cilindro recto T es un conjunto plano me 
dible, también el citado cilindro será un conjunto medible del 
espacio y se tendrá 

volumen T = h, área E, (1) 
Dem. La frontera de 'T consta de dos conjuntos situados en los planos z=0 , 
z=h (y, por ende, de volumen nulo) y del cilindro recto r* que tiene por base a 

FE yaltura h (frontera lateral de T >). Para probar que T es medi- 
ble basta hacer ver que T* tiene volumen nulo. Demostraremos esto, y simultá- 
neamente la (1) , del siguiente modo. 

Designemos con R aunintervalo (rectángulo) del plano xy que contenga a 


E yrealicemos una descomposición coordenada ÚD ,connorma ¿ ,deRen 
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rectángulos parciales, llamando Ri, R a Ra a los rectángulos constitui- 
dos por puntos interiores de E y Rf, R3,...,Ri a los que tienen por lo me 
nos un punto en común con FE . Designemos, por último con ej G=1,2,..., 
m) alintervalo (paralelepípedo) del espacio que tiene por base Rj yaltura h, 
y con CE (k=1,2,...,n) al que tiene por base Ri yaltura h. 

La frontera lateral T* está contenida en la unión de los paralelepfpedos ce 4 


siendo, por lo tanto. 
n 


Volumen, y < es Re 
=1 
Pasando al límite para ¿———0, resulta 
* 
Volumen¿ T' £ hárea, FE=0 
(ya que E es medible) ; entonces T' tiene volumen nulo, resultando T un 
conjunto medible del espacio. Como T contiene a la unión de los paralelepípedos 


0 y está contenido en la de los S y dE , se tendrá 


Ia m 
a)" área R| < volumen T < h OS área R| $ área R? Ys 
FH $ IE k 


de aquí, pasando al límite para Ú ——- 0, se deduce 
h . área E < volumen T < h, área E , 


es decir, la (1) , que es lo que queríamos demostrar 


Supongamos ahora que A sea un dominio acotado y medible del plano 
Xy ,y f(x,y) una función continua y no negativa definida en A .Da 
remos el nombre de cilindroide debase A , relativo a la función fix, y) al 
conjunto 'T de los puntos del espacio xyz que verifican las dos condiciones 

(x,y) EA , 052<f6y) , 
y demostraremos el teorema: 


II! - Un cilindroide T de base A y relativo a la función f(x,y) 
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continua y no negativa, es un conjunto medible del espacio y 
resulta 

volumen T = // 16, vux dy (2) 

Dem, La frontera de T consta de A del dominio A , de los puntos 

(xy 2) de T talesque (x,y)e FA y, por último, de los puntos de la super 

ficie S , diagrama de la función z=f(x,y) (véase fig. 19). Los puntos del pri- 


mer tipo forman un conjunto de volumen nulo (pues está situado sobre el plano xy). 


Z 


á 


También los del segundo tipo forman un conjunto de volumen nulo puesto que tal 


Fig. 19 


conjunto está contenido en el cilindro recto, de base FA y altura igual al máxi- 
mo de la f(x,y) en A (teniendo este cilindro volumen nulo en virtud del teore- 


ma 1). Por lo tanto, para probar que T es medible, bastará hacer ver que la su 
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perficie S tiene volumen nulo. Esto resultará; junto a la (2), de lo que sigue. 
Descompongamos el dominio A en un número finito de dominios medibles Az» 

Ayy——y Ay ——Indiquemos con $ a la normía de la descomposición efectuada ; 
con m;, ,Mj¡ al mínimo y al máximo valor dé la f(x,y) en A ; con Cc¡al 
cilindro recto determinado por las 

(x,y) e Aj , 05zZ <m ; 
con c; al individualizado por las 

(x,y) € Aj , m<2<M; ml 
+ La superficie S está evidentemente contenida en la unión de los cilindros Ci 


por lo que, teniendo en cuenta el teorema 1 , puede escribirse 


_d n n 
volumen, S sa - my) área Aj => M área Aj SN mj área Aj 
4-1) 1 i=1 


Pasando al límite para $ — 0 se obtiene 
volumeng S < //towraxay - // tan axay=0 ; 
de lo que se deduce que S Esos volumen Eb por ende, que T es medible, 
El cilindroide T contiene a la unión de los cilindros C;¡ y está contenido en 
la unión de los Ci y de los Ci , Por lo que 
a n 
E my área Aj < volumen T < a Mj área Aj 
i=1 i=1 
Esto nos dice que volumen Tes un número de separación entre las clases des 
criptas por las sumas indicadas, cuando varían las descomposiciones de A ; pe- 
ro sabemos que tales” clases son contiguas con el número de separación 
Jf 80 yx dy , llegándose así a la (2) que es lo que queríamos demostrar 
Eo teorema nos indica que la integral de una función contínua y 


no negativa  f(x,y), extendida sobre un dominio plano A ,puede interpre- 


() Si mi=0 , C¡ sereauce al dominio Aj; del plano xy ; si M¡= m¡ sereducea 
un dominio igual al. Aj, situado en un plano. z = constante. 
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tarse como el volumen del cilindroide de base A ,relativo a 
la f(x,y)  /[efr. Cap.IX,n93/. 

La (2) puede justificarse intuitivamente imaginando al cilindroide. -T .des-— 

compuesto en cilindros elementales que tuvieran cada uno de ellos por base un rec! 


tángulo infinitésimo de lados dx y dy ,yaltura f(x, y). 


Supongamos ahora que en el citado dominio acotado y medible A del plano xy 
están definidas dos funciones continuas £, (x,y)', f(x, y) tales que resulte! 
f1(x,y) < fa(x,y) en los puntos interiores de A 

El conjunto T de los puntos del espacio definido por las dos condiciones 

(x,y) € A » 1, (6,y) <2< L,N) , 
es un dominio del espacio, que designaremos como dominio normal (o sim 
ple) respecto al plano xy ,debase A , y relativo a las dos funciones; 
1,4, y) 5 1,3) . Análogamente pueden definirse los dominios normales res- 
pecto a los planos xz , yz 

Con razonamiento análogo al hecho para el teor. II del Cap. XX, n 5, se llega 
a que: 

M -Un dominio T del espacio xyz , normal respecto del 
plano xy, relativo a las funciones continuas £,(x,y) » Lo(x,y) 
y de base A (dominio acotado y medible del plano xy),es un 


conjunto medible y se tiene 
volumen T - // [aan -£,0x,y)) dxdy . (3) 
A 


3-ALGUNAS APLICACIONES DEL CONCEPTO DE INTEGRAL. 
El concepto de integral encuentra aplicación en numerosas cuestiones de mecáni 


ca y de física; deseamos ahora hacer referencia a algunas de ellas, 


19) Masa de un cuerpo material. Hemos visto (Cap. XXI, n?-2) que si A 
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es un cuerpo material y T una genérica porción acotada y medible del mismo , 
la masa de T esuna función aditiva, que indicaremos con p (T) , que tie- 
ne por derivada la densidad (P (P) del cuerpo considerado. Si esta densidad es 
una función continua en A  , podrá escribirse, por definición de integral: 
pm) = Leere ; Mm 
La misma fórmula vale para la masa de una lámina plana o de una barra recti- 
línea, entendiéndose en esos casos que P(P) sea la densidad superficial o la 
densidad lineal, respectivamente. 
2% Baricentros. Pongámonos en las mismas condiciones que recién. Cada 
porción T de A tendrá un cierto baricentro G , cuyas coordenadas indica 
remos con BE ,Y,P-+ Cada una de estas coordenadas puede considerarse co- 
mo una función del dominio T; tratemos de obtener su expresión refiriéndonos, 
por ejemplo, a la B 
Nos apoyaremos únicamente sobre esta propiedad del baricentro:si se descompone 
T endospartes T , Ta que tengan por baricentros los puntos G,,Gg con las absci 


sasrespectivas 3 ,,5 ,laabscisa E de G resulta vinculada a las 3 1152 Por 


la fórmula E = «(TPB 1+ UT 52 
4 (T])+ u(T2) 


la que, teniendo en cuenta que pe (0) + p (To) =u(T) , puede también escri 
birse 4 (1.5 = p(T,) By+ (To) Y 2 lo que expresa que ((T).5 
es una función aditiva de T 


La derivada de tal función en un punto P(x,y,z) de A está dada por 


lim plo hi lim £D_— tim E 
$-0 volumen T 8-0 volumen T $=0 


donde 3  eseldiámetro del dominio T (que contiene al punto P). El pri — 
mer límite es igual a la densidad 'P (x,y,z) y el segundo es, evidentemente, la 


abscisa x del punto P  , por loque concluimos que la derivada buscada vale 


Xx . € (x,y,z) . Suponiendo que la densidad P (x,y,z) sea una función contínua , 
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podrá escribirse 
B(T) .5 = x . P (x,y,2) dx dy dz ; 
Me, 
llegamos asf a que las coordenadas del baricentro, teniendo en cuenta la (1) es 


tán dadas por las fórmulas 
 Jlf5x. L (x,y,2) ax dy az A Ji hy. € (x,y,2) dx dy dz 
JT. (x.y, 2) dx dy dz LI 653,2) ax ay az 


a She . € (x,y,z) dx dy dz 
? //['€ X,y,2) dx dy da 
T 


donde el denominador no es sino la masa de T . Si el cuerpo considerado es ho 
mogéneo, es decir, sila P (x,y,2) =constante , las fórmulas precedentes 


se transforman en las 


a J/z x dx dy dz 7 - SII y dx dy dz 
Jan dy dz - Aira ósass JUL andes 
Y NS dy dz : 

donde el denominador representa el volumen de T 

Fórmulas análogas (con integrales dobles o simples,) valen para las coordena- 
das del baricentro de una lámina plana o de una barra rectilínea. 

No profundizaremos más el estudio de los baricentros, indicando para eso el 
curso de Mecánica Racional, il 
3% Momentos de inercia . Siempre en las condiciones indicadas al comien 
zo, el momento de inercía de la porción T del cuerpo A con respecto a un e- 
je (o a un plano, o a un punto) es una función aditiva de T que indicaremos con 
J(T) . Indicaremos con P (x,y,z) la distancia de un punto P(x,y,z) genéri- 
code T aleje (o al plano, o a un punto) considerado; con r y R almínimo 
y al máximo valor, respectivamente, asumidos por $ “(x,y,z), al variar de P 
en T .Sitoda la masa de T estuviera concentrada en un punto situado a dis- 


tancia r (o R) deleje, tal masa tendría un momento de inercia (mr? (o 
u(r) R2 no superior (o no inferior) al momento de inercia J(T) Es decir 
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p(T) 12 < HUT) <H(TR? , 


y dividiendo por volumen T 


£(T) y? < J(T) < e (T 2 


volumen T 5 volumen TS volumen T 
e(T) 


———— tiende a la den.- 
volumen T 


Pasando al límite para Y —0 , el cociente 
sidad P (x,y,z) , mientras que r y R tienden, evidentemente, a 9 (5y, 2), 
lo que permite: afirmar que . J(T) es una función aditiva de dominio que tie 
ne por derivada a P (x,y,z) 9%a.y,2) ; entonces 

am /[[t0r o ey axdyoz . 1) 

Fórmulas análogas (con una integral doble o simple) valen para el momento de i 
nercia de una lámina plana (respecto de un eje o de un punto de su plano) o de una 
barra rectilínea (respecto de un punto de la recta a la que pertenece). 

En las Ciencias aplicadas las consideraciones que acabamos de desarrollar son, 
en general, expresadas en forma mucho más abreviada. Por ejemplo, la (3) es 
justificada del siguiente modo: considerando un punto genérico (x,y,z) de T y 
un elemento de volumen dx dy dz que lo contenga, este elemento puede imaginar 
se como un punto material de masa e (x, y,2) dx dy dz. , ubicado a una distancia 
$ (x, y, z) del eje, dotado, por lo tanto, del momento de inercia P (x, y,z) dx dy 
dz. 0% (x,y,2) + El momento de inercia de Tes la suma de todos estos mamen 


tos de inercia elementales, siguiendo la (3) . 


4 -INTEGRALES DE FUNCIONES COMPLEJAS. 

En este capítulo se ha hablado, hasta ahora, exclusivamente de funciones  f(P) 
reales ,de r variables reales Xj],X2, ... , Xp , Para las cuales 
ha sido introducido el concepto de integral. 

Tal como ya ha sido hecho en el caso de las funciones de una variable (cfr. Cap. 


XIX, n% 1), el concepto de integral puede inmediatamente extenderse al caso de fun 


ciones complejas de r variables reales. Si f(P)= P(P)+i Y(P) es 


67 XXI -5 
una de tales funciones, continua en un dominio acotado y medible T del espa - 
cio Sy , pondremos, por definición 

Liar [ema ver r E 1) 


Con la notación de costumbre se tendrá, entonces 


n n 
f(P) dT = lim (Py) med Ty +i lim Y(P,) med T, = 
AO 
n n 
= lim Pk) +1 W(Py) ] med T, = lim £(Pj) med T , 
pe, [e(Py) +1 Y] med Ty ma, Pe * 


es decir, una fórmula idéntica a la (2) deln01., 

Es evidente que de las distintas propiedades de la integral expuestas en el n% 1, 
continúan valiendo el teor. V (de la aditividad) y VI (de la distributividad); no los 
otros que implican relaciones de desigualdad. 


Permanece válido , sin embargo, si bien limitándose a la primera afirmación , 


Lorar| </1a1 dar, (2) 


entendiendo que las barras verticales indican el módulo del número complejo 


el teor. IX, es decir, será 


que encierran. La (2) se demuestra mediante un razonamiento similar al ya ex 
puesto, para funciones de una variable, en el Cap. XIX, n% 1. 
De la (1) surge que podemos continuar refiriéndonos exclusivamente a funcio 


nes reales, y así haremos en los n% sucesivos. 


5-FORMULAS DE REDUCCION PARA INTEGRALES DOBLES. 
Para el cálculo efectivo de las integrales dobles, triples, etc. de funciones re- 
ales disponemos, hasta aquí, solamente de la (2) y del teor. 1 del n* 1; por otra 
parte hemos ya advertido en el mismo n? 1 que para tales integrales no existe un 
método análogo al que, para las integrales simples, surge cuando se conoce la in 


tegral indefinida de la función a integrar. En los casos más comunes el cálculo de 


una integral doble, triple, etc. puede intentarse mediante la aplicación de ciertas 
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fórmulas de reducción que expondremos en este n? y en el sucesivo. Ba- 
jo ciertas hipótesis, estas fórmulas reducen el cálculo de una integral doble al de 
dos integrales simples, y el cálculo de una integral triple, al de una doble y una 
simple o al de tres simples. 

Comenzando con el caso de las integrales dobles, se tiene el teorema fundamen 
tal siguiente: 

e 

I-Sea A un dominio normal respecto del eje x , que tiene 
por base el intervalo [ a,b] de dicho eje, relativo a las dos 
funciones continuas y=0oc(x) , y=((x) / véase Cap. XX n%57/Va 
le, para la integral doble Sie y dx as de una función f(x,y) 


'. 
continua en A , la siguiente fórmula de reducción”? 


b A) 
JJ 10,51 ax ay pS fax f(x, y) dy. (1) 
A a ec (x) 


Si A es un dominio normal respecto del eje y , con ba - 
se el intervalo [c,d] de tal eje, relativo a las dos funciones 


contínuas x= (y) , x= S(y) ,se tendrá análogamente 


d 3 (y) 
ff tna [ás frenar. e) 
A e Y) 


Dem. Tomamos, por ejemplo, la (1) . Consideremos la familia infinitesimal 


4' de todos los dominios T La <x<xz , M)<y <Azx)] norma - 


(*) Para valuar la expresión escrita en el segundo miembro de (1) , se debe primeramente cal 


40 
cular la integral Jn dy (con lo que se obtiene una cierta función P (x) ) y sucesivamen- 
he (ix), 


te la otra integral E P(x) dx. Con mayor propiedad, el segundo miembro de (1) debería es 
a 


eribirse 


a 
[Jío.w ay| dx 
ha (a) 
pero la costumbre es escribirlo del modo indicado. 


b 
Para el caso -f(x,y) = 1 , la (1) se transforma en área A E Fay , Osea, área Az 
b 2 (x) 
Es £ few - 0c(x) ] dx, coincidente con el teor. II del Cap. XX, n% 5. 
ha 
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S Sia) 
les respecto del eje x , y contenidos' 'en A. 
En correspondencia a cada uno de tales dominios queda perfectamente definido el 
número A 
E 2 (x) 
ax [1 dy (3) 
1 0) 
ya que, por las ipatesió de continuidad de las funciones f(x,y), A (x)yAg2(x) , 
Mb) 
la integral Lis y) dy resulta una función continua de x en (Xx1,X9) (Cap. 
(x 
1 
XIX, no 5), teniendo entonces sentido integrar dicha función en [ X]»X,] 


La expresión (3) proporciona, entonces, una función de dominio F(T), defi= 


nida en la familia q' . Poniendo 
A (x) 


F(T) - [ás Lts y) dy A (4) 
10 


hagamos ver que esta función es aditiva. 

Con ese objeto observemos que el dominio T puede descomponerse en dos do- 
minios T¡, Tz de la familia Q' , de dos modos diferentes. Un primer modo 
consiste en descomponer el intervalo base [ x],x2] en dos intervalos parciales 
ESA 3] A [3 ,xg] , dejando inalteradas las funciones A (x), As (x) , de 
modo que T resulte descompuesto en los dos dominios 
T,[x<x 8, A00<y< 200] ,Ta[8<x<b2 . Ay < A00] (5) 

Un segundo modo consiste en no alterar el intervalo base [x1-%2] , pero ele — 
gir una función continua A (x) tal que en todos los puntos interiores de [xj,x,] 
resulte A,(x) < Mx) < Ap(x) , lográndose asf la descomposición de Ten 
los dos dominios 
T,[x,<x<x7 + M09<y <Mx)] , Ta [x,<x<x2 . A)<y<A20] . (6) 


En el caso (5 


¿Eo oo [El MS 


se > 
Max) 


JJ y) dy =F(T) 5 
Xx] AL (e) 


Dix) 
y) dy 


) 
F(T,) + F(T,) 
EL, 
enelcaso (6) se tiene 


(*) A tal familia Q' pertenece también A 
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Ax) 
een rey [ás fs, y) dy + des [ao dy = 
PA 


ea) 2 
S [a [ Jae ná+ e vay] = MERA [16,9 ==" 0m, 
1 Ay(x) 


Ay(%) 1 
y esto prueba que F(T)es aditiva. 


Demostremos ahora que la F(T) verifica la propiedad de la me- 
dia respecto de la función f(x,y). 

Como para cada x €[xy, x2] palo 

m [ 2265) - 2,6] «Ln dy <M[ A2(x) - 4,00] 
(donde con m y M hemos indicado al mínimo y al máximo respectivamente, de 
la f(x,y) en T ); integrando con respecto a la x y teniendo en cuenta la (4), 
será 
[Bana - Ay) ] ax < F(T) < nf Max) - Ap] ax; 
vale decir (cfr, Cap. XX, 05 , teor. 1), 
m. área T < F(T) < M. área T 

lo que prueba lo antes afirmado. 

Tras esto, la F(T) siendo aditiva y verificando la propiedad de la media res — 
pecto de la función continua f(x, y), debe necesariamente coincidir (teor. X del 


n0 1) con la integral e ) dx dy , y entonces resultará, recordando la (4) 
+» Y 
Aa(x) 


ES pacta [E fx, y)dxdy . (7) 
x1 “A(%) 


Esta relación vale, cualquiera sea el dominio T. de la familia dq' ;aplicán- 
dola en particular al dominio A se obtiene la (1) , con lo que nuestro teorema 


queda demostrado 


Si el dominio A es normal tanto respecto del eje x como respecto del eje y 


valen tanto la (1) como la a an ala ia 


b 
el rtr Lol eos ; 


a a(x) 
llamada de inversión del orden de la PES REN . Por ejemplo, si 
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A esunrectángulo a<x<b , cs<y<d , la (7) proporciona 
b d d b 
fox [1.9 ay [óy [1,9 ax ; 
a € le a 
si A esel triángulo limitado por las rectas y=a , xb , x-y=0 (con 


b>a) , dela (7) sigue 


b b 1D 
YES [en dy = Los [1 dx 
a. a y 
Si el dominio A noes un dominio normal, sucede casi siempre en las aplica- 
ciones que puede ser descompuesto en un número finito de dominios normales A 
Ag»... , Ap; ; enese,caso, el cálculo de la integral ÍL f(x, y) dx dy puede 
realizarse tras escribir 
[/ 66.51 ax ay = J/[ 1.1 ax ay + [f f(x, y) dxdy+... “ff f(x, y) dx dy , 
A Az Az An 
aplicando en cada una de las integrales del segundo miembro el teor. 1. 


Otro método de cálculo de las integrales dobles será expuesto en el sucesivo Cap. 


xXx. 


Demos, a continuación, dos ejemplos de aplicación de lo recién dicho. 
19 Calcular el volumen del sólido comprendido entre dos ci - 
lindros circulares, de igual radio, cuyos ejes se encuentran 
según un ángulo recto (ver fig. 20) . 


Tomando tales ejes como los ejes coordenados y,z y designando con r alra 


dio, las ecuaciones de los dos cilindros resultan ser x?+ ¿2 = r? 5 x? + y? = 
=r2 , Elvolumen V buscado será igual a 8 veces el del cilindroide relativo a 
la función z= , que tiene por base el dominio A , normalal eje 


x , definido por 0<x 


Entonces, por el teor. II del n% 2, será 


v=s // | oro ad; 
lA 


utilizando la (1) 


3 
22) Calcular el momento de inercia de un segmento parabólico 
respecto de su eje de simetría. 

Sea A el segmento parabólico considerado (véase fig. 21) simétrico respec- 
to del eje x , limitado por la parábola y 2 px y por la recta x=h (h>0, 


p>0. 


h 


dl 


Vaph 


Fig. 21 
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Imaginando a A como una lámina plana homogénea (y poniendo la densidad su- 


perficial igual a 1), tendremos para el momento de inercia buscado la siguien= 


= E [/ y2dxdy ; 
A 
a la (2) 
"fe cof. ES ya pa A 
y“ dy dx = - yay=[ —- — ] = pl y2ph. 
2p 3 Tp lo 1 


20h 2/2p y20h 


te expresión: 


6- FORMULAS DE REPUCCION PARA LAS INTEGRALES 
TRIPLES. 


Para las integrales triples vale un teorema análogo al teor. 1 del n* precedente: 
I-Sea A un dominio normal con respecto al plano xy , que 
tiene por base al dominio acotado y medible B del plano xy 
y relativo a las dos funciones continuas Z= 0C(x,y) , z= pa,y) ó 
(véase n% 2) : para la integral triple //, f(x,y,z) dx dy dz de una 
función f(x,y,z) continua en A ,vale A siguiente fórmula de 


reducción 


py) 


J// 60.s.m1 sx as az > // 2x0 [105.01 A (1) 
A B 


a (x,y) 
Formulas análogas valen para los dominios normales respec 


to del plano xz o del plano yz. 
Dem. La demostración es similar a la del teor. 1 del n? precedente, Considere - 
mos la familia infinitesimal  d* de todos los dominios T [0.y eU, 
A (x.y) SHE Ag(x,y) ] normales respecto del plano xy  , contenidos en A. 
En correspondencia con cada T queda bien determinado el número 
Ax, y) 
F(T) = dy axay / 163,0 dz 
U Ay(x, y) 


Esta función de dominio, definida en  P , resulta aditiva puesto que, si 
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se descompone T en dos dominios T1, Ta , ambos relativos a las mismas 
funciones A1(x,y) » Agíx,y) y con base dos dominios planos Ur, U, que des 


componena U , se tendrá 


AX, y) NS) 
F(Ty) + F(To) = //a dy / £(x,y,z) dz +/ axdy / 10,1, dz = 
u A, (x, y) Uz Mix, y) 
Max, y) 
=/ fóxo /16,3.0m 02 eem ; 
U Ay(X, y) 


mientras que si T, , T, tienen la misma base U pero son relativos a las fun 
enmes Aj(x,y). Alxy), y A(x,y) Az(x,y) , respectivamente / "donde 
Ax, y) es cualquier función continua tal de resultar Ay (x,y) < AAN 


<A p(x,y) en los puntos interiores de U/ , tendremos 


Mx, y) 7) 
F(T]) + F(T)) = /fa ay [ty a+ / f áx ay [16.29 dis 
U Ay(x, y) U (X, y) 
Mx, y) AX, Y) 
3 //ao (/ta.y.m az + /16x,3,2) dz )= 
U My Mx, y) 
Agx, y) 
= //0x ay /16,y,2) dz= F(T). 
U d»(x, y) 


Además la F(T) verifica la propiedad de la media respecto de 
la función f(x,y,z). 
En efecto; llamando con m y M almfnimo y al máximo de f(x,y,z) en T, 


para todo punto (x,y) de U resulta 


Ax, y) 
m [A2x,y) - Artx,y)] sf 16030 02 < M[Agtx,y) - A(x,y) ] 
1%, y) 


y entonces 


m oda [Aytx,y) - Ay tx, y) ] ax dy < F(T) < a // Pra - A (x,y)] dxdy, 
U U 


vale decir, por el teor. II deln% 2: 
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m . Volumen T < F(T) < M. Volumen T. 


Tras esto, por el teor. X del n* 1, la F(T) debe necesariamente coincidir con la 


J/feesa dx dy dz ; 


sigue, por tanto, para todo T 


integral 


DAX, y) 
J/fi0.s.2 dx dy dz = ff ox dy [ee dz., 
T U My(x, y) 

y, en particular la (1), cuando T=A que implica U=B 

La (1) traslada el cálculo de una integral triple a una integración simplese- 
guida de una doble. 

Si el dominio A es simultáneamente normal respecto de dos planos coordena- 
dos, o inclusive respecto de los tres, surgen varias fórmulas de inver — 


sión en el orden de las integraciones, análogas a la (7) del n% pre= 


cedente, que dejamos al lector examinarlas. 


Supongamos ahora que el dominio A , normal respecto de uno de los planos 
coordenados goce de la propiedad de tener por base B también 
un dominio normal (respecto de uno de los ejes del plano al que pertenece); 
en tal caso es fácil reconocer que el cálculo de la referida integral 
triple J/f/0,3.2v ax ay az puede reducirse al de tres integra 
les simples o Ó Supongamos para eso, por ejemplo, que A sea 
normal con respecto al plano xy: 

a[my eb, «my <z< er]. 
y que subase A sea normal respecto del eje x 
Bla<x<b 6): Y < 5] - 


Vale entonces la (1) , donde en la integral doble extendida al dominio B pue 
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de aplicársele el teor. I del n? precedente . Se llega así a la siguiente fórmula de 
reducción 
(x, y) 
AS nisoa- (8/8) f(x, y,z) dz a (2) 
(x) a (x, y) 
que es, precisamente, de la forma deseada. 

Demos un ejemplo de aplicación de la (2) calculando el momento de inercia J 
respecto del origen O , del tetraedro A limitado por los tres planos coordena| 
dos y el plano x+y+z=a , (a> 0) , suponiendo A como un cuerpo homo 
géneo, de densidad 1 . Se tendrá 

/, («2 + y? +22) ax dy dz 
A 
y como A esun dominio normal respecto del plano xy relativo a las dos fun — 
ciones Z=0, Z=a-x-y , que tiene por base el triángulo B definido por Os 


<x<a ,O<y<ax , se obtiene para la (2): 


x/ax a x 
3 [exo [ota aa [ás [fatoyo ma 9 E a 7 Jas Si 
0 0 
a 
a 1d 2d E 
- [tato a 


Observemos también que, supuestas satisfechas las condiciones de validez de la 
(2) , fijado arbitrariamente un punto x del intervalo (a,b) , la sección del do— 
minio A con un plano perpendicular al eje x en x resulta ser un dominio pla 
no C¿ normal respecto del eje y , con base el intervalo [10,50] y 
relativo a las dos funciones Z=0X(X,y) , Z= el X , y) . Por el teor. 1 del n* pre 
cedente se tendrá, entonces, 


$) BR, y) 


as I[ronoa 


Y(x) a(x,y) 
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entonces, escribiendo x en lugarde X , se ve que la (2) puede también es - 


cribirse 


lisas sas de» [a Hgeroas : (3) 


Mediante esta fórmula una integral triple se transforma en una integración do— 


ble seguida por una simple 


El cálculo de una integral triple extendida sobre un dominio no normal, pero po- 
sible de ser descompuesto en un número finito de dominios normales, puede reali- 
zarse aplicando a las integrales extendidas sobre cada uno de estos distintos domi 
nios parciales una de las precedentes fórmulas de reducción (1), (2), (3) . 

En el Cap. XXIV señalaremos otro método de cálculo para las integrales tri — 


ples. 


7-CAMBIO DE LAS COORDENADAS CARTESIANAS EN POLA - 
RES, EN LAS INTEGRALES DOBLES. 


En el Cap. IX, n% 11 habíamos visto, para las integrales simples, la regla de 
in/egración definida por o mediante la cual se precisa la ley de trans — 
formación de la integral fu dx cuando se efectúa un cambio x= € (t) de 

a 
la variable de integración . Entre otras cosas, se puso en evidencia que el dx se 


transforma en € Ni) dt , es decir, como un diferencial efectivo. 


Nos ocuparemos ahora de la cuestión análoga para una integral múltiple 


AE 20 OK (a 0) 
analizando su transformación cuando se efectúa un cambio de las r variables 
Xi» X2» +.» , Xp €n otras r variables Ujo ys + Up, mediante fórmu — 


las del tipo 
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a 
X2= Po(u, Uo, ..., Ur) 
E PU, 2. 4,) 


No podemos tratar aquí por completo esta dificil cuestión; daremos solamente u 


o 


na breve idea en el n% 9 , tras haber examinado en este n” y en el sucesivo al 


gunos casos particulares notables. Advirtamos, sin embargo desde ya,que para 


la integral múltiple (1) no subsiste la propiedad de que los símbolos dxy, 
dxo, ... , dx se transformen como los diferenciales, sino que veremos que el 
elemento de medida dxj , dxp, ... dxy debe transformarse en bloque de 


modo oportuno. 


Comencemos estudiando el caso particular de la transformación de una inte - 


//%x.9 dx dy (3) 
A 


cuando se sustituyen las coordenadas cartesianas X,y por las coordenadas po- 


gral doble 


lares Q , € (con el polo en el origen O yeje polar coincidente con el eje x) 
mediante las conocidas fórmulas 
x= 9 cos € ; y=9senf . (4) 
Resulta evidente, por el momento, que la  f(x,y) se transforma en una fun - 
ción f(Qcos €, 9 senf) de las dos variables 9, €P . Es oportuno conside 
rar entonces a g , € (además, naturalmente, que como coordenadas polares 
en el plano xy ) como coordenadas cartesianas en otro plano auxiliar 9 P 


“A cada punto Q($,fP) deeste plano 9 € (cong > 0) las (4) le ha — 


cen corresponder un punto bien doterminado P(x,y) del plano xy . Siel pun- 
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to Q describe en el plano 9 P unintervalo R[a<g < b,x<e< él, 
cn Oxa<b , a<f < +27, el correspondiente punto P(x,y) des- 
cribirá en el plano xy un sector S de corona circular (o de cfrculo, si a=0) 


de radios a,b y ángulo central 1d - oc , Como sabemos, será 


área Ss = Ea) (pa); 65) 

pero es útil observar que tal área puede también expresarse así: 
área S = J[sasar. (6) 
En efecto; aplicando en (6) la fórmula de reducción (1) del no 5, la inte- 


gral doble aquí escrita resulta igual a 
b 
fue fpap- [se el, ape. 
e da e a 2 
Supongamos ahora que el punto Q(P,P ) describa en el plano $ P£ un domi- 
nio acotado B contenido en un intervalo R del tipo antedicho; entonces el co = 
rrespondiente punto P(x,y) describirá en el plano xy un dominio acotado A 
contenido en el sector S que corresponde a R. 
Demostraremos el lema siguiente, que extiende la fórmula (6) : 
1-En las hipótesis hechas, si el dominio B del plano q f es 
medible, también será medible el correspondiente dominio A 
del plano xy , y se tendrá: 
área a-// gag de. (7) 


Dem. Efectuada en el rectángulo R una descomposición coordenada D , de 


norma 3 , indicaremos con R Ro» > 


im los rectángulos de D que 


están constituidos por puntos interiores de B , y con Ri, Ro, UNE Ro los que 
tienen puntos comunes con FB. Designemos después con Ss. Sa» PA: a 


los sectores del plano xy que corresponden a Ri. Ro, a Ba y con Si 
Sa, -.., Sh los que correspondena Ri, R5,..., Rh 
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Es fácil persuadirse de que la frontera de A está contenida en la unión de los 


sectores E y entonces, por la (6) , se tendrá 
n 
rea, sa< Jgosar 
E k 


Por otra parte, teniendo en cuenta que todo punto de R verifica P <b re 


sulta 
V/gas df < bárea Ri, (L,2,...,0) (8) 
R 
$ n 
y en consecuencia, área, FA < DN área Rk . Pasando al límite para ¿—0, 
k=1 


se encuentra área, FA <b área, FB=0 (yaque B es medible); entonces 
áreae FA=0 , con lo que queda demostrado que A es medible . 

Para dar el valor del área, observemos que A contiene la unión de los secto 
res S| y está contenida en la unión de los Si y Ss ; por lo tanto, teniendo 


en cuenta (6) y (8): 


de Less df < área A $ Jas eo sm A (9) 
E i la R¡ = 


Si suponemos ahora al dominio B descompuesto en los rectángulos Ri y 


en otro dominio medible B , Podremos también escribir 


Jfas ar - ffsasar- Jfrrrar. (10) 
Ri B B! 


m 
donde O < leas P < b área B'=b (área B > área R) . Por otra par- 
i=1 


cala Ad R- áreal,se deduce lim  //gagap=0, siguiendo 
$-0 “¡=1 $-0 B' 


de la (10) : 


um) a Jl sos ae 
5-0 i=1 


81 XXu - 7 


n 
Entonces, habiéndose ya visto que lim > > área e = 0 , pasando al límite 
3-0 k=1 


en (9) parad-—=0 , resulta la (7) que es lo que querfamos demostrar 1518 

Podemos ahora dar el tecrema relativo al cambio de las coordenadas cartesia-- 
nas en polares para las integrales dobles : 
IU -Sea B un dominio acotado y medible del plano Q € ,con 
tenido en un rectángulo R (aso < b, x<f <P), con O < 
<a<b, a < h <a+2r ,y sea A el dominio del plano xy 
descripto por el punto P(x= g cos P y y= $ sen € ) cuando el 
punto Q(G, €) varfaen B .Si f(x,y) es una función 
continua en A , vale la fórmula 

ff 10.0 sx as - [fa sore. soe y agar z ay * 

Dem. dianas la familia infinitesimal Y de todos los dominios U a— 
cotados y medibles contenidos en B  . Para cada U designemos con T al 
dominio, también acotado y medible (teor. 1) que le corresponde en el plano xy ; 
cuando U varfaen Y , T describirá la familia infinitesimal Ú de do- 
minios acotados y medibles contenidos en A .Si U contiene un punto Q(9,f), 
T contiene el correspondiente punto P(x,y) y se ve inmediatamente que al ten 
dera cero el diámetro Ú de U , tiende también a cero el diámetro Í' de 
T 

La integral ES dx dy puede considerarse como una función del domi-= 

pa 


nio U , definida en la familia Y  . Poniendo 


(*) Nótese que si Bes un rectanguloide a< P < PB  , 0< PSP) del plano 9 P ,el 
correspondiente dominio A del plano xy resulta ser un sector plano (ver Cap.*XX, n 5), 
En dicho caso, aplicando a la integral doble que figura en (7) la fórmula de reducción del 1% 5, 
se obtiene 


A A 
dre da [sefgso- dp[ q > [lua de, 
la 


0 
confirmando el teor. IM del Cap. XX, n%5. 
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E / [tener a) 
hagamos ver que esta función es aditiva Sienel plano P € se des — 
compone U en dos dominios medibles U, y U, , es evidente que, llaman- 
do T¡ y T3 alos dominios del plano xy que correspondena U, y Ua, 


el dominio T resulta descompuesto en T, , Ta ;por lo tanto; 


F(Uy) + F(Uz) =f [tooo S [100 0. / frena" 
1 2 


Vamos ahora a calcular la derivada de la F(U) enunpunto Q de B .Es 


tará dada por 


E FDO, F(U) área T 
iS pe Área U nen ( área T área y) 
7 SÍ xi y) dx dy Lheas ae 
= lim EA de SO e RD 
$0 área T $0 área U 


donde, en el último paso, hemos tenido en cuenta la (12) yelteor. 1 .Por de 
finición de integral, el primer límite vale f(x,y)=f(gcos €, gsenf ) yel 
segundo vale 9 , de modo que resultará r'(Q) =f(9cosf, 9 sen). ; 
entonces, por el teor. X del no 1, será necesariamente 

E)= [fUgeos e. q senp)g agar é (13) 

De (12) y (13) do 
// te axar= [[Ugcos e. q sengrg agar 5 

y Ptas U=B (y por Sade T=A) , se obtiene la (11), que es lo que que- 
ríamos demostrar. 

La (11) muestra entonces que para efectuar en una integral doble el cambio de 
las coordenadas cartesianas en coordenadas polares es necesario susti — 
tuir, no solamente x,y por y cos L, g sen Cf en la función 
que se integra, sino también al elemento de área dx dy por 


la expresión ? agda€ , y al dominio A del plano xy por 
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cualquier dominio B del plano € € que tenga A por co - 
rrespondiente. 

La expresión QdPdf suele llamarse elemento de área en coor- 
denadas polares. De modo intuitivo se puede aceptar ese valor observando 
que dos circunferencias de centro O ,con radios $ y Q+d9 ,ydosse 
mirectas que partiendo de O tengan anomalías P y P+dP , limitan un 
sector de corona circular que, para df y df muy pequeños puede confundir 


se con un rectángulo de lados 9d y dQ , con área iguala Q9dASdfP . 


Demos un ejemplo de aplicación de la (11) proponiéndonos encontrar el bari= 
centro de un semicírculo (considerado como lámina plana homogénea). Si tal semi- 
círculo A está limitado por la semicircunferencia x24 y? = y? ,» y20 y 
por eleje x ,elbaricentro G estará sin duda ubicado sobre el eje y , por 


lo que bastará calcular la ordenada 1 que, según la fórmula vista en el n 3, vie 


ne dada por 
a //r- 5 //7000 
rea A Jr? la 


Aplicando la (11) tendremos 


n= Sal $ nen agar 


donde B esel rectángulo O<g<r , O 


€ < TM. Entonces 


2 a ” 5 
near [ta 


8 - CAMBIO DE LAS COORDENADAS CARTESIANAS EN POLA - 
RES (O EN CILINDRICAS) EN LAS INTEGRALES TRIPLES. 


Tomemos en consideración, para las integrales triples el problema análogo ales 
tudiado en el n% precedente para las integrales dobles. Refiramos el espacio  xyz 


a un sistema de coordenadas polares $ (radio vector), 89  (colatitud), e 


(longitud), con polo en el origen O , eje polar coincidente con el eje z y semi 
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plano polar coincidente con el semiplano y=0 ,x >0 (cfr. con la última par- 
te del Cap. X, n% 11). Recordemos que $>.0 , 0 <e<T y que valen las 
fórmulas 
x= f sen 0 cosp . y= gsen e senp ú z= cose. (1) 

Consideremos otro espacio auxiliar con los ejes cartesianos 2) .9.f. y:aca- 
da punto del mismo, Q(P,0,P) (con 9>0 , 0<0<T) hagámosle co- 
rresponder aquel punto P del espacio xyz que tiene las coordenadas Q,0, 
e. o sea, las coordenadas cartesianas definidas por las (1) , Entonces, con 
un estudio análogo al expuesto en el n? precedente, se llega a establecer el siguien 
te teorema relativo al cambio de las coordenadas cartesianas en polares en las in- 
tegrales triples: 
I-Sea B un dominio acotado y medible del espacio e e € , 
contenido en un paralelepífpedo Rí(a <sy< b,eseo<f6 ,7s 
<( <58), eon 0ga<b , 0<x<p <MT,T<S < 7+27, 
y sea A (que resultará medible y acotado) el dominio del es 
pacio xyz descripto por el punto P(x= gsen 8cosp, y= psen e sen o 
n= 9c068 0) al variar el punto Q (9,0,P) en B «.Enes 
tas condiciones, sí f(x,y,z) es una función continua en A, 


valdrá la siguiente fórmula: 


Mery asayós Ms pseng cos €, $sen BsenP, peos 8) e sen gd ga edg. (2) 


La (2) muestra que para efectuar en una integral triple el cambio de las coor- 
denadas cartesianas por las coordenadas polares, es necesario no sólo sustituir 
X,y,Z por Q senecosf , 9senésenf, ecose respectivamente, sino 
también al elemento de volumen dx dy dz. por la expresión p”senedgdode 


y aldominio A del espacio xyz por cualquier dominio B del espacio gor 
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que tenga A por correspondiente. 

No entraremos a exponer en detalle todas las consideraciones necesarias para de 
mostrar el teor. 1 ; nos limitaremos a dar una justificación intuitiva de la expre- 
sión g?senedagdedp , elemento de volumen en coordenadas 
polares. 

En el espacio $ e € , elelemento de volumen dede de coincide con el 
volumen de un paralelepípedo con las aristas paralelas a los ejes coordenados, con 


un vértice en el punto genérico (P,8,P) y las aristas de longitud d,do,df. 


A este paralelepípedo le corresponde, en el espacio xyz un sólido S  (véasefig. 
22) limitado por dos esferas con centro en el origen y radios Q y f +d8 ; 
por dos conos circulares de vértice O yeje z , correspondientes a las colati- 
tudes e y e +de y por dos semiplanos correspondientes a las longitudes 


y e+ de .S dp, de, y de son suficientemente pequeños, puede con - 
fundirse S con un paralelepípedo cuyas aristas PP, PPa y PPg tienen, 
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respectivamente, las longitudes d 2. e de y ysenedep y, porlo tanto , 


considerar al volumen S= ? senedodede 


Demos un ejemplo de aplicación de la (2) , calculando el volumen del sólido 
obtenido, haciendo rotar una cardioide (véase Cap. XX, no 5) alrededor de su eje 
de simetría, Supuesta la cardioide en el plano xz como lo indica la fig. 23 a ,el 
sólido A que se obtiene haciéndola rotar alrededor del eje z está caracteriza 
do por el conjunto de los puntos del espacio para los cuales se cumple 

0O£$0%£T , O<Pf< 27, O<X9 <a(l+c080) . (3) 

Tal sólido es el que corresponde al dominio B- del espacio 90€ oque está 


definido por las mismas (3) (véase fig. 23 b) y que puede tomarse como un domi 


nio normal respecto del plano 8 Y Dd Entonces, aplicando la (2) y poste — 
dz 
- 
x U 
a) 
Fig. 23 


riormente la fórmula de reducción (2) del n% 6, se tendrá 


(*) El carácter de medible de A proviene del de ser medible B- (n% 2, teor. II) según lo a 
firmado en el teor, 1, Volyeremos sobre este aspecto, en general, en el n% 10, 
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2 x (0950) 
- [09 [ sno 000? de pi LP arcosoyas= 
0 
21 y 
ad / 3 (1+c0s 0 ) AS: 
A pe a ascos o)= Eon pe dt, 


Analicemos, por último, para las integrales triples, el pasaje de las coordena - 
das cartesianas a las coordenadas cilíndricas 9,P,2 (véase fig, 24), según 
las siguientes fórmulas 

x= cos P » y= sen , z=2Z 7 (4) 

Consideremos otro espacio auxiliar con los ejes cartesianos ? f Z y a cada 

punto Q(G, P, z) del mismo (cong> 0) 


hagámosle corresponder aquel punto  P 


P 
del espacio xyz que tiene las coordena Í 

h 
das cilíndricas P ,p,z ,osea, las 

1 
coordenadas cartesianas definidas por (4). | 

1 
Entonces, con consideraciones similares i El 
a las del n? precedente, se llega al si — j 


guiente teorema: Fig.24 
U -Sea B un dominio acotado y medible del espacio 9 f Z , 
contenido en un paralelepípedo R (a<og<b ,x<Q <f, c< 
<2<d) , con 0O<a<b ,x< p<a+2 ,y sea A el dominio 
(que resultará acotado y medible) del espacio xyz descripto 
por el punto P (x= 9 cosp , y= qgsenf , z=2 ) cuando Q(P,€ ,2) 
varía en B .Con estas hipótesis, si f(x,y,z) es una función 


continua en A ,vale la siguiente fórmula: 


f/J10.s.0 ax a a2= f/f 1escose. gsenf, zo dd pdz +7) 
A B 


XXI - 9 88 

Puede repetirse aquí una observación análoga a la hecha a propósito del teor. I. 
Observemos que la expresión del elemento de volumen en coordenadas 
cilíndricas resulta ser € dgd dz ; dejamos al lector dar de esta expre- 
sión la justificación intuitiva. Para aplicaciones de la (5) véase el 210. 
9 -NOCIONES SOBRE EL CAMBIO GENERAL DE VARIABLES EN 

LAS INTEGRALES MULTIPLES. 

Retomemos la cuestión general del cambio de variables en las integrales múlti - 

ples 
fo. XQ 0.» y Xp) dx, xo ...dXp , (132), (1) 

ya insinuada Al comienzo del n? 7, Supongamos que tal cambio esté definido por 


fórmulas del tipo: 


x= ¡(0,4 o. (=1,2,...,1) (2) 
Hagamos las siguientes hipótesis: 
oc) las funciones (2) están definidas en un campo B- del espacio OS 


y, en dicho campo, son contínuas y admiten derivadas parciales primeras  conti- 
nuas; 

(>) el determinante de orden r cuyos elementos son las derivadas parciales prí- 
meras de las funciones (2) o, como se dice brevemente, el determinante ja 


cobiano (o simplemente el jacobiano) de las funciones (2): 


E O _dér: 
du. du du 
EXA aer. der 
J (U,,Ug, 0... Uy) = o 9 9 
91 O dr 
9 Ur Sy or 


se mantiene distinto de cero en todo B 


En estas condiciones puede demostrarse que, mientras el punto (ur, Mo > -U,) 


describe el campo B ,elpunto (X],X3, ..., Xp) que le corresponde a través 


A 
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de las (2) describe también un campo A delespacio xj Xa 
guemos ahora esta tercer hipótesis: 
Y) las (2) establecen una correspondencia biunívoca entre los puntos-de los dos 
campos A y B 
Con estas hipótesis, los números (uy, Mr. uy) correspondientes a un pm 
to P(X], Xo2, ...,Xp € A pueden asumirse como coordenadas de P y toman 
el nombre de coordenadas curvilíneas . 
Se demuestran los siguientes teoremas: 
I-En las hipótesis a) pt), fijado arbitrariamente un do — 
minio U=B ,las (2) le harán corresponder un dominio 
TEA , transformando puntos interiores de U en puntos inte 
riores de T y puntos de FU en puntos de FT 
U - En las hipótesis 2) b)7) si el citado dominio U es a- 
cotado y medible, también el correspondiente dominio T re- 
sultará acotado y medible, teniéndose 
med mf | 3 (Uy, Us... + Uy) | du, duz. du (4) 
MM -En las hipótesis 0) 891), considerados dos dominios co 
rrespondientes U y T ,acotados y medibles, para cada fun- 
ción f(x],X2,-..Xp) continua en T resulta 
[tó -.29) dxy dx2... dx, = 
E [o PI Pe 8] A 
|3(0,,%), ----U,) | du, du, ..duy. s 
Renunciando a exponer las demostraciones correspondientes, nos limitaremos a 
señalar que, una vez demostrados los teoremas 1 y II, el teorema III, se deduce in_ 


mediatamente con un razonamiento totalmente análogo al realizado para el teor. II 


del no 7. 
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De (4) y (5) surge que el elemento de medida en las coordena- 
das curvilíneas Uy, Uy, -.., Up está expresado por 
J (U,,Ug,+--+ Up) | du, uz 0. du. (6) 
Esto muestra la analogía con la regla de sustitución para las integrales simples. 
Es evidente que, cuando en una integral simple se efectúa el cambio de variable 
x= ((t) , eljacobiano correspondiente (3) resulta igual a e. Por otra 
parte sabemos que el elemento de longitud dx se transforma en € M0) dt, expre 
sión que es precisamente del tipo (6) pero sin el símbolo de valor ab- 
soluto, Esto es debido al hecho de que para las integrales simples hemos introdu 
cido una orientación en el intervalo de integración (con el concepto de integral de 
finida), cosa que no hemos hecho para las integrales múltiples. 
Podemos también indicar una justificación intuitiva de la (6) , limitándonos por 
simplicidad a las integrales dobles (r=2) y escribiendo las (2) bajo la forma 
x= (u,v) E y = W(u,v) * (7) 
Dejando fijo u , el punto (x,y) describe una línea u= constante; análoga — 


mente, teniendo fijo v , tal punto describe una línea v=constante , Asuma - 
yrdv 


rd 


mos como elemento de área al dominio in- Y y 
finitesimal T delimitado por dos líneas 
u=const. infinitamente vecinas y dos lf- 
neas v=const. también infinitamente ve 
cinas (ver fig. 25). Tal dominio T tiene 


un área que puede valorarse como el doble 


del área del triángulo PP,P3- Designa- Fig. 25 
das las coordenadas de P con x,y ,el punto P, tiene coordenadas próximas 
9e dY á 
+ En du, y+ Ju du) yanálogamente Pz tiene coordenadas veci - 


nasa (x+ La sy+ Ham. 
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Entonces, por una conocida fórmula de la geometría analítica, puede admitirse 


que área T sea igual al valor absoluto de 


1 x Y 1 
3e av 9e EXA 39e  3Y 
Xu du y 1 Jud ud 0 0 “du 
1 
2 3 = | du dv 
3e ELA 2e EXA we y 
x+ av dv y+ y dv i y dv Jy W 0 dv dv 


que es, precisamente, el valor asignado por la (6) . 


Podemos volver a encontrar, como casos particulares de la (6), los elemen— 
tos de área y de volumen ya encontrados en los n%8 7 y 8. 
En el caso de las coordenadas polares del plano / para el que las 
(2) se escriben x= cos, y= fsen € _7 el jacobiano vale 
cos P sen 
e qsene peosp 
y, por lo tanto, se tiene el elemento de área 9 dapae 
En el caso de las coordenadas polares del espacio Len el que las 
(2) toman la forma x=Qsen8cosf, y= Qsene senf, z= € cos O con 


O <ec< 7 _7 el jacobiano vale 


sen e cos € sen e sen€ cos e 
2 
geos e cos p gcos e sene -gsene |= o seno 70, 
-9sen e sen y sen e cos € 0) 


por lo que el elemento de volumen resulta q? sen e de dede. 
Por último, en el caso de las coordenadas cilíndricas /enel que las 


(2) se escriben x= 9cos e ,y= 9 senf , zZ= 27 se tiene el jacobiano 
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cos € sen € o 
-Q sen € pcos € o 50 
0) 0) 1 


y el elemento de volumen, 9 dede de: A 

Es de observarse sin embargo que en estos tres casos particulares no se cum - 
ple ni la hipótesis 18 ) /'ya que el jacobiano puede anularse / nila Y ) / pues 
to que hay excepciones a la biunivocidad de la correspondencia allí mencionada_/ : 
Por lo tanto los teoremas de los n% 7 y 8 nó pueden sin más deducirse del teo 
rema general dado en este número y por eso es que esos casos fueron estudiados 


por separado, 


10 -APLICACIONES EN EL CALCULO DE VOLUMENES. 

Retomemos ahora el argumento del n? 2, indicando otras categorías de conjun - 
tos medibles en el espacio y algunas re — 
glas útiles para el cálculo de sus volúme- 
nes, 

Comencemos con los sólidos de ro 
tación . Enel plano xz supongamos 
dado un dominio A , acotado y medi - 
ble, cuyos puntos están todos situados en 


el semiplano x 73 O . Haciendo rotar a 


tal semiplano un giro completo alrededor del eje z ,eldominio A generará 
cierto sólido de rotación  T (fig. 26) . Cada semiplano que parte del eje Z 
(y definido por una cierta anomalía ) corta al sólido T según un dominio Ap 
que es igual al A y que respecto de los ejes Q z de la figura está dispuesto co 


mo el dominio A respecto de los ejes x,z . Entonces, utilizando las coorde - 


nadas cilíndricas g,P,2 podemos decir que el sólido de rotación T es el 
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lugar de los puntos 9.P.z tales de re- 
sultar (9,2)€ A, OSP<271 . En 
otras palabras, el sólido T esel corres 
pondiente del cilindro U del espacio ¿fz, 
representado en la fig. 27, Puesto que U 
es un dominio acotado y medible (n% 2 teor. 
1), podemos decir en virtud del teor. IIdel 


nO 8, que también T es un dominio me- 


Fig.27 


dible y que resultará 


volumen T Sí dx dy dz S ga paspaz . Aplicando a esta ultima integral tri 
¿Es U 


21 
ple la fórmula de reducción (3) deln0 6, obtenemos volumen T 4 de Ls gdz, 
0 
e 


Pero, por la propiedad ya observada del dominio A >. la integral doble 


S/,ga902 resulta iguala f/f, x daa (cualquiera sea (P ) y puede entonces e 
eneaacs el teorema: 

1-El sólido T generado por la rotación alrededor del eje z 
de un dominio acotado y medible A situado en el semipla- 
no y=0 , x20 ,es un dominio acotado y medible cuyo volumen 


está dado por la fórmula 


Volumen T= 2 NT ff oa ¿E (1) 
A 


Observemos ahora que la (1) puede también escribirse 


Volimen T= área A- 27 La —— dz 


D/A xdx dz 


y si se tiene en cuenta, tal como se ha visto en el n? 3, que el cociente A 
rea 


representa la abscisa E del baricentro del dominio A (pensado como lámina 


(*) a decir verdad, la demostración dada aquí de este teorema I certifica su validez solamente 
si A verifica particulares condiciones aptas para asegurar que en el dominio U sea apli- 
cable la fórmula de reducción (3) del n% 6, obtenida por nosotros bajo hipótesis bastante par- 
ticulares. Sin embargo, el teor. 1 es válido en general, como puede establecerse con otra de- 


mostración, 
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plana homogénea) se llega a 
volumen T = área A- 2718 , (2) 

o sea; 
Il! - (Teorema de Guldin sobre el volumen de un sólido de rota- 
ción). Un dominio plano, rotando un giro completo alrededor 
de una recta (contenida en su mismo plano) que no lo atravie- 
se, genera un sólido cuyo volumen está dado por el producto 
del área del dominio por la longitud de la circunferencia des- 
cripta por el baricentro del mismo dominio. 

Por ejemplo, un círculo de radio r que rote respecto de una recta de su plano 
de la cual su centro tenga distancia dz3r , y describa un giro completo, genera 
un sólido (llamado toro de revolución) cuyo volumen vale 


m2. 2 7d=2 mra z 


Agreguemos algún otro teorema útil para el cálculo de volúmenes. Sea T und 
minio acotado y medible del espacio y supongamos que T sea tal de resultar po- 
sible aplicar la fórmula de reducción (3) del n% 6; es decir, supongamos que T 
pueda descomponerse en un número finito de dominios normales respecto de uno de 
los planos coordenados (por ejemplo: plano xy) cada uno de los cuales tenga por 
base un dominio de dicho plano que sea normal respecto de uno de los ejes del mis 
mo plano (por ejemplo: eje x ). Entonces, designando con [a,b] al. intervalo 
proyección de T sobreeleje x ycon Cx al dominio plano (medible) que es 
sección de T con el plano lugar de los puntos de abscisa x  , se tiene: 


b 
volumen T = //fóx ar az [a /f0x 0 ; 
T Cx 


pero YE dy = área Cy y entonces 


Cx 
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b 
volumen T - f tres Cx - dx (3) 
y de aquí, el teorema; 

Ib-=Bajo las hipótesis introducidas, el dominio de un volu — 
men acotado y medible T es expresable mediante una inte - 
gral simple a través de la fórmula (3) donde Cx es la sec- 
ción de T con el plano lugar de los puntos de abscisa x y 

[a,b] es el intervalo proyección de T sobre el eje x. 
Este teorema es útil cuando se sepa valorar inmediatamente el área de las sec- 
ciones de T con los planos perpendiculares a uno de los ejes coordenados. Ob= 
sérvese además que la (3) tiene justificación intuitiva inmediata si se piensa qe 


T ha sido descompuesto en fetas asimilables a cilindros de base Cx Y altura 


dx. 
x? 2 
Calculemos, como ejemplo, el volumen de un elipsoide. Sea 2 + A 
a b 


2 

+ E =1 la ecuación de la superficie frontera del elipsoide E . Un plano 
e 

horizontal, de cota z (con —c <z <c) cortaa E asegún una elipse cu- 


yos semiejes valen aV 1- -- , bY1i- + ; tal elipse tiene, enton - 


ces (Cap. IX, pe 12), área iguala jrab(l - a) y se tendrá, por lo tanto, 
volumen E = [" b( - Za ma b [--2] «th mrabe 

Para a=b=c=R reencontramos, en particular, el volumen 5 ri de 
la esfera de radio R . 

Hagamos otra aplicación del teor, IM. Consideremos en el plano xy el rec - 
tanguloide que tiene por base un intervalo [ a,b] , relativo a la función f(x) 
continua y no negativa. Rotando tal rectanguloide un giro completo alrédedor del e 


je x  ,seobtiene un sólido de rotación T cuyo volumen podría expresarse me 


diante la (1) ; pero es más simple aplicar el teorema III, después de haberno 


tado que las secciones de T con los planos perpendiculares al eje x son cír— 
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culos de radio igual a f(x) y, por lo tanto, de área [160]? . Tendremos, en 
tonces, 
b 
2 
volumen T =. X [ [16] ax (4) 

Veamos todavía otra consecuencia del teor. III. Se ha visto en el Cap. XIX, n% 

4, pa I que, si ( (x) es un polinomio de grado 3 , vale la fórmula 


a+b 


[eme e). em] 
a 


Si la aplicamos a la integral que está en el segundo miembro de (3), se obtiene; 
IV -Si el área de la sección plana de abscisa x del dominio 
acotado y medible T es expresable mediante un polinomioen 
x de grado < 3 ,entonces el volumen de T se obtiene mul- 
tiplicando por + de la altura a la suma de las áreas de 
las secciones extremas y de 4 veces el área de la sección 
mediana, 


El lector puede aplicar este teorema para obtener, por ejemplo, el volumen de 


un cono, de una esfera, de un segmento esférico, etc. 


11 - AREA DE UNA SUPERFICIE 

Pasemos a exponer otra importante aplicación de las integrales dobles, ocupán- 
donos de la cuestión del área de una superficie. 

Sea S una superficie regular (Cap. XVI, n% 10) representada por las 
ecuaciones paramétricas 

Xx =x (u, v) 5 y =y (u,v) e Z=Zz (u,v) (1) 

donde las funciones de los segundos miembros se suponen definidas en el dominio 
base A internamente conexo, del plano uv  . Suponiendo además que A  se- 
a acotado y medible , deseamos definir el área de S y dar la fórmula pa 


ra su cálculo. 


Siguiendo un orden de ideas análogo al que nos condujo al concepto de longitud de 
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un arco de curva (Cap. X, n% 11) ,parecería oportuno proceder de la siguiente na 
nera. Designemos con R aunintervalo del plano uv que contenga al domi - 
nio base A y descompongámoslo en triángulos (de modo arbitrario), conside — 
rando entre éstos solamente a aquellos cuyos tres vértices están contenidos en A 


que serán indicados con Ty, T2,..., Tp (Wer fig. 28) . Llamemos ij Pi 


2 
Pig a los vértices de T¡ y Si, $ Qiz Qi a los puntos de la superficie  S 


que les corresponden respectivamente, y consideremos en el espacio xyz el 
triángulo U; de vértices Qi, Qi,9, 
(eventualmente degenerado en un segmen 
to). 

Los triángulos Uz, Uo, Was Uy 8 
sí obtenidos forman una superficie polié- 


drica que puede considerarse inscrip- AN 


ta enla S . Si calculamos la suma 
n 

Ss $ área U¿ podría suponerse que al 
i=1 

tender a cero el máximo de los lados de Fig. 28 


los triángulos del plano uv en los que se ha descompuesto a R ,lasuma s 
tendiera a un límite determinado y finito al que sería natural asumir como área 
de S . En realidad no suceden asf las cosas y se puede probar con ejemplos qe 
para ¿—0 ,la s no tiende en general a un límite determi - 
nado, mientras que sí lo hace si se limita convenientemente 
la arbitrariedad de la descomposición de R en triángulos 
parciales , Sin entrar en detalles sobre esta difícil cuestión, indicaremos a— 
hora un modo particular de efectuar tal descomposición que cumple con el objeto 

de obtener para S un límite determinado y finito, que por definición asumire — 


mos como área de la superficie S . Tal definición permitirá reencon_ 
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trar, para las superficies estudiadas en geometría elemental (esferas, conos, cili 
lindros,...) las áreas ya conocidas. 

Efectuemos una descomposición coordenada Ú) del citado intervalo R en 
rectángulos parciales, y entre éstos limitémosnos a considerar aquéllos que están 
constituidos solamente por puntos interiores de A , a los que indicaremos, co — 
mo de costumbre, con Ri, Ro» sd MN Suponiendo que en Rj sean uy < 

<us y P y <sv< y ,descompon 
gamos cada Bj en dos triángulos traza 


do la diagonal que une los puntos extre — 


ASA 
mos a; A % HO y € de ), (véase fig. Y NS 
29). Indicaremos con To al triángulo 

” ul vir 
de vértices (ul, y) 7 (y ” vo» (y 3) Fig.29 
y con Tio al de vértices y d y La (y 5 y (y, y ; cada uno de los vér 
tices de a determinará un punto sobre la superficie S: 
yr 1 yr yr "yr DN A 
[O Y 0] [A cr] [aj 9), ] 


los que serán vértices de un cierto triángulo LA , Mientras que, en corresponden 


cia con los tres vértices de T, , quedarán determinados sobre S los puntos: 
2 
Ni " 


[ya Y dr... ] [A dr +0.) + [o uy, vi dr... .-0] 


que serán vértices de un triángulo UV . Calculemos ahora la suma 


m 
s =) (área Uj, +área Uj,) 
E 


y demostremos que la misma admite un límite determinado y finito, 


al tender a cero la norma $ de la descomposición D 


m Ia 
Escribamos =S,+Sz , Con sy 2 área 9, , 82= Ae área un y 


j= 


consideremos, por ejemplo, la suma sj . Por una conocida fórmula de geome - 
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tría analítica, resulta (*) 


2, 1 | foto, v3) (99,9 y(Uy, Y) (25, v9) 203, Y) -2(u3,v] 


Pe 
hs les 2 


2 
j=1 x(uj v5) A (U5,v3) y, vi) yu, 3) yaa 
o también, aplicando el teorema de Lagrange 


m (y A 0 v3 y SM (97,3, y 


Mayo "Y yr "” yr " 
v; SS 11) NE A vi) 4 a ig) 

s A non 
donde j;, Ujy, Uy¿ Son tres oportunos puntos interiores al intervalo [ y, y ] 
y Vip Vig> Vig son tres oportunos puntos interiores al [y y] . La prece - 


dente expresión de s¡ se transforma inmediatamente en la 


2 
e he 


área R; 7 
donde los seis puntos indicados pertenecen todos a R 


Xu (4,9 Yu y, y) a Ugo Y) 


Xy (4), Vip) Yv (Us Vio) Zv (4), Vjg) 


Observemos ahora que podemos suponer al dominio base A descompuesto en 
los rectángulos Rj, Ra, ..., Ry, y en otro dominio medible B , Realizada 
después una descomposición de B en dominios medibles Bi, Ba, ---Bn con 


norma < dá ,esclaro que se origina así, para A , una descomposición en 


, 


los dominios Ri» R>» «Rap» Bj, Bo, +... B, ,connorma < $. bEligien- 


n 


do en cada R; , Por ejemplo, el punto (5, vi) y en cada Bj un punto cual - 


quiera (Us vr) , consideremos las sumas siguientes: 


m Xx (u),vI) y (ul, VI) 2, (u!,vI) 
ib) O . área Bj, (3) 
FL Nao vp y y(ajavp 2 (a],v)) 
¡A Xul VÍ) Yu VÍ) Zu (Uk, VÍ) 
a . área By (4) 


SEEN 


(*) En el cálculo que sigue haremos uso de algunas nociones sobre matrices (cuadrado de una ma 
triz, teorema de Binet,...) vistas en Cap. XII, n% 9. 
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Es evidente que si + ( es una suma integral relativa a la función continua 


(5) 


yal dominio A ; seguirá, entonces, que 
lim (8] +0)= Sfro dudv . (8) 
Posteriormente observemos que, is con M almáximo de f(u,v) en 
A ,dela (4) se obtiene 
OSus< MD Aron 1 28 (ron A —) tro 1) A 
y teniendo en cuenta que, para ¿0 , aia 3 área Rj tiende al área 


j=1 
de A ,se deduce que lm( = O por lo que sigue de la (6) : 


lim sí = ff f£(u, v) du dv , (7) 
5-0 
Volviendo ahora a considerar la suma (3) , queremos probar que también se 
tendrá 
lim s; = y f£(u, v) du dv (8) 
5-0 'A 
para lo que bastará hacer ver que 
lim (s, —s]) = 0 
3-0 dl 1 


a b e 
Con ese objeto comencemos observando que, dadas dos matrices a y >) 


5 E En ] para las que se cumplen las desigualdades 


la-1],]b=m] ,|e=n],[a -1|, [0 -m"],] e -a[<% < 1, (0) 


se puede demostrar la siguiente fórmula de mayoración 


a b ce 5 1 om n id 
= < 2V3QH+D% , 
at be lo »w py 
donde Hiindica al mayor de los números | 1|,|m|,|n1,]1],]m"],| nr] 


En efecto; designando con A, B, C- a los tres menores de 22 orden de la pri 


mera matriz, y con L, M, N alos de la segunda, el primer miembro de (11) 
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vale 


V al+ p? + 0? - E 2, m?+ N? | (por el teor. de Binet) y es enton- 
ces no superior a V (ae + (B -me + (C - Ne (cfr. Cap. X, no 11). 
Además, por ejemplo para A-L , se tiene 
b-c m-n m + (b-m) n+(c -n) m n 
b!-c' m'-n' m'+ (b'-m') — n'+ (c'-n') mon! 
=m(e' -n') -m' (cn) +n' (b-m) -n (b' - m') + (9 -m) (e! -n') - (b' - m'Xe=n), 
de modo que, por la (10) y el significado de H 
la-L| <4H6+20?< 4H5 +23 =292H+1% ; 
lo mismo para |B-M | ,| C-N |, siguiendo la (11). 
Entonces, para demostrar la (9) , si indicamos con K unnúmero positivo 
que mayore en A los valores absolutos de las seis funciones continuas Xy, Yu» 
z 


pe z recordemos que, por el teorema de Heine - Cantor aplicado a 


a o a E 


dichas funciones podemos afirmar que, dado € > 0 (y podemos suponer € < 
< (3 (2K+1) med A) ,existeun 5¿ > 0 tal que, para dos puntos cuales. 


quiera P(u', v') , Q(ui', v') de A que verifiquen PQ < 3£ , resultarán 


[paca v9 (e, | E, 2, (4,V1) = 2y(41,v") 
V3 (2K + 1) área A 


£ 
e 3 ¡ 

1/3 (2K + 1) área A 
seguirá que, apenas la descomposición DD del rectángulo R tenga norma 3< 


< $£ , Podrá escribirse: 


m 
ls | =+ by (y/onairz a)? - | tmatriz (3) ) Ape < 


n 
por la (11) < LO 23 ek +1) A: AA área R; = 
jal 1/3 (2K + 1) área A 
—— > área Rj < 
1 


áreaA = € , 


área A área A 
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lo que prueba la validez de la (9) y por ende de la (8). 


Análogamente se demuestra la 


lim s2= ff 16,0 du as a (12) 
3-0 A 
de modo que, de (8) yde (12), se puede concluir que 
lim s =2 ff £(u,v) du dv. (13) 
$0 y E 
Xu Y 
o u Yu ul _ dl 
Pero, como sabemos (Cap. XII, n” 9) se tendrá (3 Yv A =EG-F*, 


donde E, F, G son (Cap. XVI, no 10) las expresiones habituales 

E=x2+y,2+2,? , Foxx +YaYy + ty > G=x,2+ yy? + 2,2 ,(14) 
por lo que, de la (5) , sigue 2f(u,v)= Ye G -F? , de modo que la (13)pue 
de escribirse como 

lim e [Ves du dv (15) 
y enunciar el teorema 
I-El área de la superficie regular S considerada está da- 
da por la fórmula 

área 8 = /[les=* du dv (16) 
donde E, F y G están dados por la (14) y A eseldo- 
minio base en el plano de los parámetros u, v. 

Agreguemos que, para una superficie que se pueda descomponer en un número fi 
nito de superficies regulares (carentes, dos a dos, de puntos interiores en común) 
el área se define como la suma de las áreas de cada una de las superficies regula- 
Tes, 

La expresión v EG -F? dudv que aparece en la (16) se denomina el e- 
lemento de área de la superficie S . Puede justificarse intuitivamente tal 
denominación del siguiente modo. 


Consideremos en el dominio base A el rectángulo limitado por dos rectas pa- 
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ralelas aleje v (de abscisas u, u+du) y dos rectas paralelas al eje u (de 
ordenadas v, v+dv) 

A dicho rectángulo-eorrespondería sobre S la porción de superficie encerra— 
da por las dos líneas coordenadas u=cte. (correspondientes a los valores u, 
u+du) y por las dos líneas coordenadas v=cte. (correspondientes a v, v+ 
+dv) .Si du, dv son suficientemente pequeños, tal trozo de superficie puede 
confundirse con un paralelogramo plano que tiene por lados los elementos de arco 


dsy , ds, de las líneas coordenadas y el ángulo comprendido igual al ángulo w 


u 
de las tangentes a tales líneas ; tal paralelogramo tendrá área iguala ds, ds, sen w 

Teniendo ahora presente que la línea u=cte. tiene por ecuaciones paramétri- 
cas (1) enel parámetro v ,setendrá dsy= | 0 + y + 2y? dv= yG av; 


análogamente se encuentra ds, = VE du mientras que, como es sabido ( Cap. 


de donde sen w= 


XVI, n% 11), resulta cos w= 


VeG 


tónces el área indicada vale V EG—F? dudv. 


En el caso particular que la porción de superficie regular S sea representada 
por la ecuación cartesiana z=f(x,y) con f(x,y) continua y dotada de 
derivadas parciales continuas en el dominio A (internamente conexo, acotado y 
medible) del plano xy , se puede adoptar para .S la representación paramétri 
ca x=u, y=v , Z=f(u,v). Resultará entonces E=1+ de ,» F=fufy, 
G=1+ 153 , EG- Pr =1+ a + qe y entonces, escribiendo x,y en lugar 
de u,v se obtiene 

área S = AN 1+(3£) 20) ae áy , (7) 

Téngase presente que, en Sn caso, A es la proyección orto - 


gonal de S sobre el plano xy. 
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12 -OBSERVACIONES Y EJEMPLOS SOBRE EL AREA DE UNA 
SUPERFICIE. 


En este n% queremos hacer resaltar que, inclusive para las superficies más ele. 
mentales, raramente se verifican todas las hipótesis de regularidad admitidas pa- 
ra establecer las fórmulas (15) y (16) del n% precedente. 

Consideremos, por ejemplo, la esfera S deecuación x2+y%+z2=R2 de 
la que conocemos (Cap. XVI, n% 11) la representación paramétrica 

x=Rsenucosv , y=Rsenu senv , z=Rcosu , (1) 
donde u esla colatitud, v la longitud de un punto de S yeldominio base A 
coincide con el rectángulo O<u<xr , O< v< 211 .Sabemos también que 
las (1) no establecen una correspondencia biunfvoca entre los puntos de A y 
los puntos de S ,yaque el punto (O, O, R) de S se obtiene para u=0 y 
v arbitrario, el punto (O, O, -R) para u=%xX y v arbitrario, mientras 
que los puntos del semimeridiano x>0, y=0 se obtienen sea para v=0 co 
mo para v=2xt  . Sin embargo, estas excepciones a la biunivocidad de la co — 
rrespondencia entre los puntos de A y los puntos de S se manifiestan sola — 
mente en los puntos de la frontera de A 

En un caso de esta naturaleza, nos podemos convencer fácilmente de que las con 
sideraciones realizadas en el n? precedente para llegar a la fórmula (15) perma 


necen todavía perfectamente válidas) y, entonces, podemos decir 


I- La fórmula (15) del n% precedente también es aplicable 
cuando, permaneciendo válidas las otras hipótesis, las ecua- 
ciones paramétricas de S no establecen una correspondencia 
biunfvoca entre A y S ¡pero las excepciones se producen 


en puntos de la frontera de A 


() Téngase presente que hemos tomado en consideración solamente los rectángulos Ri, R),+.- 
.=» Ry - constituidos por puntos interiores de A 
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Asf, en el ejemplo precedente de la esfera, puesto que de la (1) sigue E=R3 


=R? sen? u , se obtiene 


área S= My mia EN 41 R? , (2 


.en conformidad con un conocido resultado de la geometría elemental. 
iz 


Como otro ejemplo elemental, considé- 
rese la superficie lateral S de un tron- 
co de cono circular, Disponiendo los ejes 
como en la fig. 30, pongamos OA=a , 
OB=b ydesignemos con oc ala semi 
apertura del cono correspondiente; el tron 


co de cono tiene entonces los radios de las 


dos bases dados por R; =aseno« , Ry= 
=bsen x yla apotema l=b-a . In Fig.30 
troduciendo como parámetros al radio vector u=0P yla longitud  v, la super- 


ficie S tiene evidentemente la representación paramétrica 


x=UuSen 06 cosy , y=usenasenv , Zz=ucosoe , 
siendo el dominio base A el rectángulo a<ux<b , O<v<2Xx , Un cálcu 
lo inmediato muestra que E=1, F=0 , G= u? sen?oc , Por lo que se tie- 


ne 
área S = sen € EN A xp? -a?) seno = 
= HK(b- a) (b+a) senoc = MI(R,+R,) E 


como ya era conocido de la geometría elemental. 


Otra dificultad puede presentarse a propósito de la fórmula (17) del n* prece-— 
dente, También para las superficies más simples sucede a menudo que la función 


z =f(x,y) no tiene las derivadas parciales primeras continuas, de modo que lafár 
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mula citada no tendría (al menos en base a los conceptos hasta ahora introducidos) 
ningún sentido. 

Por ejemplo, considerada la semiesfera de ecuación z=3w+ m2 xl - y? que 
se proyecta sobre el plano xy enelcírculo A definido por 24 y? < R?. a 


las correspondientes derivadas parciales 


Es x sa Y 
ax ay RE =yY 


no son contínuas en A (evidentemente resultan infinitas en los puntos de FA ) 


y la integral correspondiente, que en este caso toma la forma 


dx dy 
———— dx dy=R —— 
V RE y? 
A 


carece hasta el momento de significado . 


(3) 


Consideremos entonces un efrculo A' concéntrico al A y de radio r<R, 
y la calota esférica S' (dela  semiesfera S) que se proyecta en él. Para S' no 


existe ya la dificultad de antes y se tendrá 


área S'=R _—=GY_ 
Ve? -x2 
A Ñ 


o también, pasando a coordinadas polares o Ps 
p 
área S'=R [e [E WE! 
VE - 9? 
0 0 


Pasando al límite para r—K seencuentra 2x0 r?2 , Que es precisamente el 
área de la semiestera S . Sin embargo este número 2 7er? no coincide con 
la integral (3) que, repetimos, no tiene en el momento actual ningún significado, 
Nos preguntamos, entonces: ¿es posible extender la noción de integral de modo de 


atribuir a la integral (3) precisamente el valor 2 HR? 2? Veremos en el Cap. 


(Se ha reencontrado el conocido resultado elemental: el área de una ealota esférica es igual al 
producto de la circunferencia máxima de la esfera por la altura de la calota. 
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XXV que eso es efectivamente posible. 

Por lo tanto el lector debe tener presente que, en el cálculo del área de una su- 
perficie puede no ser suficiente la teoría de la integral de-las -funciones con-= 
tinuas y que, inclusive para las superficies más comunes, será indispensable 
la teoría de la integración de las denominadas funciones sumables que ex - 


pondremos en el ya citado Cap. XXV. 


13-AREA DE UNA SUPERFICIE DE ROTACION. 

Apliquemos los resultados del los n05 11 y 12 al cálculo del área de la super. 
ficie S generada por un arco de curva regular C situado en el semiplano y = 
=0 


, XK 20 , tras haber rotado una vuelta completa alrededor del eje z .Se- 


an x=P(uy>0 ,z= Y(w , (a<u<b) las ecuaciones paramétricas de 


C  , siendo las funciones indicadas derivables con derivada continua. Un punto ge- 
nérico P(x,y,z) de S proviene por rotación de un cierto punto Q [2, O 
Y) ] del meridiano C  , Designando con v el ángulo que debe rotar Q pa 


ra superponerse con P , resulta evidentemente 


x= P(u) cos v 
y= P(u) sen v (1) 
z= V(u) , 


que pueden considerarse como las ecuaciones paramétricas de S ,alvariar el 
punto (u, v) enel rectángulo A (a<u<b , 0<v<21X) . 

Con la representación paramétrica (1) ,la S no resulta una porción de su - 
perficie regular, ya que no existe correspondencia biunívoca entre los puntos del 
ractángulo A y los puntos de S .Enefecto: a los puntos de C corresponde 


tanto v=0 como v=2 xx ; además en todo punto eventualmente común a Cc 


yaleje z ,elvalorde v esindeterminado . Si suponemos por simplicidad 
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que C tenga en común con z como máximo sus dos puntos terminales (corres 


A 
1 
i 
1 
; 
H 
1 
1 
, 
H 
H y 
2R 
4 Fig. 31 
pondientes a u=a , u=b )vemos que las excepciones a la biunivocidad de la 


correspondencia entre los puntos (u,v) de A  ylos puntos P de la superfi- 
cie S se manifiestan solamente en puntos de FA , yentonces, por el teor. 1 
del n% precedente, podemos aplicar la fórmula (16) del 2 Ts 
De la (1) sigue 
E= (+ 12m,  F=0 , 6=q2() 
obteniéndose, por lo tanto, 


b 
área S= f/ L (u) V P'2(u) + Y'2(u) du dv = 2n/ Pu) 1 P'2u) + Vu) du. 
A a 


Si indicamos con s(u) al arco de la curva C , orientado en el sentido de las 


u crecientes, se tiene (Cap. IX, n% 11), ds (u) = (e + Vu du y la fár 
mula precedente puede también escribirse 
área S = 25 "eu as (u) > 
a 
o más concisamente 
área S -2x fxas 2 (2) 
entendiendo que es necesario expresar x y s pormedio del parámetro u , 


según las ecuaciones paramétricas de C y hacer variar u enel correspondin 
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te intervalo base . 

Sobre la fórmula (2) volveremos en el Cap. sucesivo. Nos conviene ahora ob- 
servar que la misma puede justificarse intuitivamente , notando que un elemento de 
arco ds dela curva C , que tenga por punto medio el genérico punto Q de 
ésta, genera, rotando alrededor del eje z , una faja de la superficie S que pue 
de considerarse como la superficie lateral de un tronco de cono cuya circunferen- 
cia media tiene como radio la abscisa x del punto Q y cuya apotema vale ds; 
tal faja tiene entonces el área elemental 2 yx - ds yeláreade S esla suma 


de todas estas áreas elementales. 


Demos un ejemplo de aplicación de la (2) . El arco de parábola z= x? ,»0S 


<x<1l genera, por rotación alrededor del eje z , una calota de paraboloide 


circular cuya área (asumiendo x como parámetro) tiene la expresión 
1 
2 f= h +4x2 dx 7 
0 


valiendo, entonces 


2x [40-134] Ls 5-1. 


CAPITULO XXII!I 


Integración de las formas diferenciales lineales 
e integrales curviliíneas 


1-EL PROBLEMA DE LA INTEGRACION DE LAS FORMAS DI - 
FERENCIALES LINEALES. 

Para las funciones continuas de una variable f(x) hemos visto en el Cap. IX que 
el concepto de integral definida permite, entre otras cosas,resolver este problema: 
encontrar una función F(x) que, en un intervalo dado, tenga 
f(x) por derivada /'o tenga f(x) dx como diferencial_/, Sabemos , 
en efecto, que tal F (x) está dada, salvo una constante aditiva, por la integral 
definida foo dt realizada entre un punto fijo a y un punto variable x del 
intervalo A 

Pasando a funciones de varias variables, el problema análogo es el siguiente:e n 
contrar una función continua FX], Xor -.- , Xp) que, en un cam - 
po conexo A dado (del espacio Sy) , tenga por derivadas 


parciales primeras, respecto de las variables Xo Xgr e.» 


Xp » y €nese orden, ciertas r funciones continuas asigna- 
das previamente fi (X¡,X2 0. Xp) Lp, Xgr 000 + Xpdo +++ > ÍA, 
gy 009 + y) Lo que tenga como diferencial total la expresión 
Er gr A La A a 2 Ip) Ayto HL gs gs 00. > Xp) 
0x7 

Llamando forma diferencial lineal a toda expresión del tipo: f, dx, + 
+£o dxo + FL donde f,, fa, ..- , Í, son funciones asignadas (lla — 


(*) Advirtamos que, en todo este Capítulo, las funciones que consideraremos pueden ser in 
diferentemente reales o complejas. 
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madas coeficientes de la forma), podemos enunciar también del siguien” 
te modo el problema: encontrar una función continua F(x1, X2, ++ +Xy) 
que tenga por diferencial total una forma diferencial lineal 
dada. 

Se trata, entonces, de resolver la siguiznte ecuación en la incógnita F: 
dE =1f, dx, +f9dx9 +... +f, dp (1) 


que equivale al siguiente sistema de r ecuaciones 


dE AF _ AF _ ñ 
e ar te (2) 


La función F  , supuesta existente, se denomina una integral de la for- 
ma diferencial dada y el citado problema es llamado el problema de la in- 
tegración de una forma diferencial lineal. 

Demostremos el siguiente teorema: 

I-Si en el campo conexo A la forma diferencial lineal f,dx + 
+fodx9 +... +f,dx, admite una integral Ey, A 
mitirá infinitas, todas dadas por la fórmula 
F(X) Xgs 0.0. 1 Xp)=Fo(t], Xg, <<< Xp) +00, (3) 
con C constante arbitraria. Una integral de la forma resul- 
ta individualizada dando (arbitrariamente) el valor que la mis 
ma asume en un punto fijado eo, 4 e 200) de A 
Dem . Enefecto; si Fy es una integral de la forma dada, lo será también sin 
duda Fy+C . Viceversa, si F es una integral distinta de Fg , la diferen- 
cia F-Fg esuna función contínua en A , que tieneen A derivadas parcia- 
les idénticamente nulas; pero como A es un campo conexo, por el teor, IV del 
. 
n% 4 del Cap. XVI, sigue que F-Fg es una constante, resultando la (3) . Si 
0 o, 


además se quiere que resulte uy-= Fx) XQ... 1 Xp es necesario y sufi — 


ciente elegir la constante Cde modo que sea u¿= Fptx? Fs ds 0) HC 
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con esto queda determinado C y se tendrá una sola integral que verifique la con- 
dición dicha, dada por la fórmula 
A O ONE 

que es lo que deseábamos demostrar 

Hasta aquí las cosas están planteadas como en el caso de las funciones de una va 
riable; pero debemos inmediatamente advertir que, en lo que se refiere a la exis. 
tencia dela F ,existe una substancial diferencia, Precisamente, mientras 
enelcaso r=1 la F existe siempre, en el caso r=2 no existe,en 
general, ninguna función F que verifique la (1) Co la 2 7.En 
otras palabras: las P derivadas parciales primeras de una fun 
ción de r>2 variables no pueden ser asignadas en forma 
completamente arbitraria. 

En efecto; suponiendo que las funciones dadas 5 Lo Y L sean, además 


que continuas, tales de admitir derivadas parciales primeras continuas, admita — 


mos que exista una función F que verifica la (2), En ese caso, designando con 


h y k ados cualesquiera de los números 1,2, ... , Y , de las ecuaciones 
ge. SE. 
dx h , —. fk , 
seguirán, derivando la primera respecto de Xx Y la segunda respecto de Xp * 
2 Hi, A A 
Xh 0Xk ÍXx 2 OXk EEN 0Xh S 


si se tiene ahora en cuenta el teorema de Schwarz (Cap. XVI, n% 1), deberá ser 


2F z a? F 


= ————- ,8e ve entonces que entre las funciones f, , 
9xp 9Xx Dx 0Xp ds ás 1 


to La £ dadas, deberán cumplirse las relaciones 
2, df 
po A E E E 3 
EE LEN a ) (3) 


que suman ( 3 ) , ya que serán tantas como modos de elegir los dos índices h, k 
entre los r números 1,2, ...,Yr . Deaquí que si las (3) no se veri- 


fican, el problema planteado por la (1) Lo por la (27 no puede 
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tener solución. 

Establecido así que el problema (1) Lo (27 podrá tener solución sólo bajo 
particulares condiciones, nos conviene introducir la siguiente locución: — diremos 
que la forma diferencial lineal £ dxy +f dxy+... +fp dr esundiferen — 
cial exacto enelcampo A Lo que la misma forma es integrable en 
A_/ cuando el problema (1) Lo 97 admite por lo menos una solución (y, por 
lo tanto, infinitas, según el teor. 1). 

En base a todo lo recién dicho, podemos enunciar el teorema: 

HU -Si en el campo conexo A las funciones Lo Lo, O son 
continuas y admiten derivadas parciales primeras continuas , 
condición necesaria para que la forma diferencial lineal 
f¡ dx, +fodx2+... +f dx, sea en A un diferencial exacto esque 
se satisfagan idénticamente las (5) relaciones (3) 0 

Suponiendo ahora que de alguna manera hemos logrado saber que el segundo 
miembro de (1) es un diferencial exacto, queda siempre el problema de calcu — 
lar la función F .Enelcaso r=1 hemos recordado que el problema se re- 
suelve con una integración hecha entre un punto fijo a y un punto variable x .En 
elcaso rz2 veremos que el objetivo se alcanza con un procedimiento análogo 
para el que es necesario introducir nuevas integrales, llamadas integrales 


curvilíneas. 


En lo sucesivo, a fin de permanecer en el campo de las aplicaciones más comu— 
nes, nos referiremos exclusivamente a funciones de dos o tres variables, usando 


para las formas diferenciales lineales las siguientes notaciones : 


(*) Advirtamos desde ya que esta condición necesaria noesen general suficiente pa- 
ra asegurar que la forma dada sea un diferencial exacto. La cuestión será estudiada más ade — 
lante. 
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X(x,y)dx+Y(x,y)dy o también X(x,y,z)dx+Y(x, y, z) dy+Z(x, y, z) dz 

En estos casos particulares, el teor. I se traduce en: 
IU -Si en el campo conexo A del plano xy  , las funciones X, 
Y son continuas y admiten derivadas parciales primeras con 
tinuas, condición necesaria para que la forma diferencial 
X dx+Ydy sea en A un diferencial exacto es que sea idénti - 


camente satisfecha la 


Es dl 
dy dx 


II -Si en el campo conexo A del espacio xyz las funciones 


X, Y, Z son continuas y admiten derivadas parciales prime- 
ras continuas, condición necesaria para que la forma diferen 
cial lineal Xdx+Ydy+Zdz sea en A un diferencial exacto es 


que se satisfagan idénticamente las 


2X _ Y a IX __3Z ¿ JE — 3 
ca is Cada 6) 


2-INTEGRAL CURVILINEA DE UNA FORMA DIFERENCIAL LI- 
NEAL Y APLICACIONES A LOS DIFERENCIALES. 


Definiremos ahora la integral curvilínea de una forma diferencial lineal arbi — 
traria Xdx+Y dy + Z dz e) veremos que, en el caso particular en que la for — 
ma sea un diferencial exacto, la integral curvilínea goza de propiedades especiales 
que permitirán resolver el problema considerado en el n% precedente. 

Sean X(x,y,Z) , Y(x,y,z) , Z(x,y,z) tres funciones continuas en un cam- 
po conexo asignado A  delespacio, y sea C una curva regular, con las ecuacio 
nes paramétricas: 


x= x(t) , y =y(b) » Z=Xt) ; (a<t<b ,  () 


(*)Nos referiremos a tres variables; el caso de dos variables se derivará como caso particu — 
lar, poniendo z=0 ; Z-=0 
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totalmente contenida en A . Fijados sobre C dos puntos P' , P"  (enco- 
rrespondencia a t=t! , t=t" respectivamente) y designando con Y alar- 
co por ellos individualizado, definiremos.-qué se entiende por integral curvi- 


línea de la forma diferencial lineal Xdx+Ydy+Zdz , extendida 


alarco Y  ,enel sentido de P! a P" , integral que denotaremos con el 
símbolo 
X dx + Y dy + Z dz . (2) 
Y(P1P") 


Sobre el arco Y  lasfunciones X,Y,Z se transforman en tres funciones del 
parámetro t : X[x(0, y(), (9 ] , Y [x(), y, 00], Z[x0),y(0,20]; 
a lo largo de dicho arco resultan dx=x'(t)dt ,dy=y'(t)dt , dz=z'Yt)dt , y 
por eso nuestra forma diferencial lineal se reduce formalmente al diferencial 
( X [x(t), y(0), z(0)]x0(0) + Y[x(0), y(0), 2(0] y'() + Z[x(0), y(0), 2(0)]: 2106) Jar 

Es entonces natural asumir como definición de la integral (2) la siguiente fór- 


mula: 


Sxá: 0 + Z dz = 
y (Pr, Pp") 
pi 


= f fe Ex), y (0, 2(0]x() + Y[x(), y(0, z(0)y'(6) + Z[x(0),y(0), 2(0)]2(0) | dt, 
dado el segundo miembro tiene un sentido bien preciso, ya que se trata de la in 
tegral definida entre los puntos t', t'' de la función de la única variable  t 
indicada entre llaves, que es continua en virtud de la continuidad de las fun— 
ciones X, Y, Z y del hecho que, por la regularidad de la curva, — las funciones 
x(t), y(t), z(t) son continuas junto a sus derivadas primeras. 
Es necesario observar que la circunstancia de considerar Y enel sentido de 
P! a P" se tradujo en el hecho de haber puesto, en la citada integral definida, a t' 


como límite inferior y t' como límite superior. Por lo tanto, si 


la integral curvilínea se hubiese extendido al arco Y enel sentido de P"a P! 
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se habría debido escribir S ARS y se habría obtenido un resultado igual en va- 
lor absoluto pero de signo contrario al precedente; de nuestra definición surge, en- 


tonces, 


Jxa+vay+zan=- fxax+voy+ zaz 
1(P1,P") 1(p",P") 


(4) 


Es además inmediato demostrar mediante la (3) que si sobre Y  sefija un 
punto P (distinto de los extremos) y se indica con Y' elarco de extremos P'P 


y con %Y' elde extremos PP", vale la propiedad aditiva : 
1(P',P") Yp!,P) Yr(p,P") 
Esto sugiere la extensión de la definición de la integral curvilínea (2) al caso 


(5) 


enque Y  seaunarcode curva generalmente regular (Cap. X, n%10 


del siguiente modo: si Y se compone de las curvas regulares Y, Vesiza a 


con los extremos (P!,P1) , PpP) +... + (P P") respectivamente, se 


na” 
pone por definición: 


Jxa+vray+za E A A o lesiona: (6) 
1 (Pr, Pp") 1(P", PJ) ve, »Pa) Pr PP) 


Observemos que la definición (6) se aplica también cuando los dos extremos 
P!,P" de Y coinciden, es decir, cuando Y es una curva generalmente regu 
lar cerrada ; pero este caso da lugar a algunas otras consideraciones, Es ob— 
vio que, en este caso, sobre Y  elsentido de P' a P" no queda determina- 
do y se hace necesario en este caso definirlo aparte. Se hablará por lo tanto de in 


tegral curvilínea extendida a una curva cerrada Y en un de 


terminado sentido y se usará para la misma el símbolo 09) AÑ 2% 
EE A 


("Es facil verificar que la integral curvilínea (2) tiene un valor que depende solamente de la 
forma diferencial, del arco Y y del sentido fijado y no depende de la representación paramé 
trica (1) adoptada para Y . Enefecto; efectuando un cambio t=P(T%) del parámetro se 
ve inmediatamente que el segundo miembro de (3) se transforma en una nueva integral defini- 
da igual a la precedente, simplemente obtenida de aquélla mediante la sustitución t=P(T). 
También es muy usado el simbolo $ ....... 
+1 
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dicando en cambio con S AS S IS aquélla realizada sobre Y enel sen 
E +1 
tido opuesto. Tanto la locución como el As 


símbolo adoptado (donde no son citados los 
extremos P', P") quedan justificados 
por el hecho que no es necesario especi- Q=Q" 
ficar en qué punto de Y se suponen 


coincidentes tales extremos, ya que de 


cualquier modo que se fije dicho punto , Ps 32 


la integral curvilínea considerada tiene el mismo valor, En efecto; por la propie— 
dad aditiva se tiene (véase fig. 32): 


ES nd = A AAA = ná 


+1U(P!,P)  >1,(P1,Q5) Y2(Q!, P"") 12(Q1,P") 7,(P1,QU) +7 (Q!,Q1) 
Deseamos hacer notar que a la integral curvilínea (2) se le puede dar un im - 


portante significado en la Mecánica. Imaginemos X(x,y,Z) , Y(x,y,Z), Z(x,y,2 
como componentes de una fuerza posicional Y aplicada en el punto P(x,y,z) y 
observemos que dx, dy, dz son las componentes de un desplazamiento infinitési- 
mo ds del punto P. 

Por lo tanto, la forma diferencial lineal X dx + Y dy + Z dz representael pro 
ducto escalar de los dos vectores ES 5 ds y, por ende, el trabajo ele- 
mental dL realizado por T como consecuencia del desplazamiento ds de 
su punto de aplicación, Haciendo describir al punto P elarco Y enel senti- 
do fijado e imaginando descompuesto Y en arquitos infinitésimos, surge inme - 
diatamente de las definiciones (3) y (6) que la integral curvilínea (2) repre 
senta la suma de todos los trabajos elementales dL cumplidos por E como con 
secuencia de sucesivos desplazamientos de P sobre tales arquitos, de modo que 


la integral curvilínea (2) representa el trabajo total desarro 


llado por la fuerza Te,y,z) cuando su punto de aplicación 
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P(x,y,z) describe Y en el sentido fijado. 


Supongamos-ahora que en el campo conexo A la forma diferencial lineal X dx+ 
+Ydy+Z dz seaun diferencial exacto y veamos qué consecuencias se 
deducen para la integral curvilínea (2). 
I-Si la forma diferencial lineal Xdx+Ydy+Zdz es un diferen 
cial exacto en el campo conexo A y tiene como integral a la 
función F(x,y,z) ,elegidos arbitrariamente en A dos puntos 
Pr(x!,y!,2) , P'(x",y"",z"") , y un arco de curva generalmente re- 
gular Y que los tenga a dichos puntos por extremos, resul- 
ta 

fxa+rYay+za = Fo yn, 20) Fer ya) 

AA, 2) 

Por lo tanto, la integral curvilínea considerada tiene un va 
lor que depende solamente de los puntos P',P" ,no depen — 
diendo para nada del arco Y elegido para unir dichos pun — 
tos. 

Dem. Supongamos primeramente que Y sea un arco de curva regular, con (1) 
como ecuaciones paramétricas. Aplicando la (3) y teniendo en cuenta que X= 
=Fx , Y=Fy , Z=F, , puede escribirse 

X dx + Y dy +Z dz= 

7(P',P") An 

- f lr [x(0,y(0,2(0] x'(0 + Fy[x(0),y(0, (0 ] y'(6) + 
, 
: +Fz [x(0),y(t), 2(t) ] 21(t) | dt 


Por el teorema de derivación de las funciones compuestas (Cap. XVI, n% 4), la 
(")sabemos, (n% 1, teor. I) que F está determinada salvo una constante aditiva; se puede por 


lo tanto afirmar que el incremento de F escrito en el segundo miembro de (7) queda unívoca 
mente determinado. 
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expresión entre llaves es gula Ss F [x(b, y(t), z(t)] , teniéndose 


fx dx + Y dy + Z da= fe [x(0),y (0), 2(t)] dt = 
7 (P!,P") 


F (x("),y(0"),2(0) ] —P [x(6), y(0),2(0)] = 


F (01 y"",2) —F (,y',8) . 
Supongamos ahora que Y sea un arco de curva generalmente regular, consti 


tuido por m arcos regulares y, Ya,..., Y de puntos extremos (P:,P,), 


m 
(P1,Po), »»* , (Pp-1»P") , respectivamente. Entonces, aplicando la (6) yte- 
niendo en cuenta el resultado ya establecido para los arcos regulares, se obtiene 
Í, X dx + Y dy + Z dz = [Fee - F(P»)] + [F2>) - F(P1)] + 
EEG + [Fee) - FP, 1) = F(P") —F(P'), 
que es lo que queríamos demostrar. 

En el caso en que Y sea una curva cerrada, es decir cuando P!=P" que 
implica F(P') = F(P") , el teorema precedente proporciona este otro: 
O -Si la forma diferencial lineal Xdx+Ydy+Zdz es un dife - 
rencial exacto en el campo conexo A , fijada arbitrariamen 
te en A una curva cerrada (generalmente regular), resulta 

fx+ray+zóz=o. (8) 
+ 
Nótese que para las integrales curvilíneas de diferenciales exactos se puede, en 


lugar de (2) , adoptar la notación 
pn (0, y", 20) 
X dx + Y dy + Z dz o también Xdx+Ydy+Z dz , (9) 
i (1,y",21) 
ya que, por el teor. 1, es inútil la especificación de la curva Y 
Otra importante consecuencia del teor. 1 es la siguiente: 
In -Si la forma diferencial lineal Xdx+Ydy+Zdz es un dife— 


rencial exacto en el campo conexo A , su integral F(x,y,z)es 


tá dada por la fórmula 
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(x,y,z) 
F(x,y,2)=C + |] X(u,v,w) du + Y(u, v,w) dv + Z(u,v,w) dw , (10) 
(X0,Y0,20) 
donde (Xp,yp,2p) es cualquier punto fijado en A ,  (x,y,z) es 
un punto variable en A , y C es una constante arbitraria. 


Dem. La (10) noes sino la (7) aplicada a dos puntos (Xp,Yg,2p) ,.(X,y,2) 
y en la que se ha puesto C= F(xp,Y0» 20) (valor que, por el teor. 1 del rad pre- 
cedente, puede ser dado arbitrariamente). Observemos que en la (10) hemos in 
dicado con tres letras u, v, w las variables de integración, con el objeto de no 
crear confusión con las coordenadas del punto variable (x,y,z) , del que resul- 
te dependiente la función F (cfr, Cap. IX, ne. 
El teor, MI es evidentemente el análogo del teorema de Torricelli - Barrow 

y resuelve el problema de encontrar la integral de un diferencial exacto; sin em-— 
bargo, para poder aplicarlo es necesario saber previamente que la forma diferen- 
cial lineal dada es un diferencial exacto. Por lo tanto, el teor. III debe comple- 
tarse con la búsqueda de criterios útiles para reconocer con facilidad si una for- 
ma diferencial es. o no un diferencial exacto. Tal búsqueda da lugar a estudios 
bastante amplios que comenzaremos en el n? sucesivo y proseguiremos en el Cap, 


XXIV. 


Obsérvese que a los teoremas 1 y II puede dárseles la siguiente interpreta — 
ción mecánica. Si las componentes X, Y, Z de la fuerza posicional Y son ta- 


les que el trabajo elemental X dx + Y dy +Z dz resulta ser un diferencial exac- 


2F 


to, vale decir, si existe una función F(x,y,z) tal de cumplir X= 2" Y= 
2F 2F 7 7 
=—= =-——  , se dice que la fuerza f es conservativa yquead 


ay” az 


mite el potencial V(x,y,z)=-F(x,y,z) . Enese caso, del teorema 1 si- 


gue que el trabajo realizado por la fuerza conservativa Y mientras su punto dea 
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plicación P se traslada de la posición P' ala P", resulta iguala  V(P') — 
— V(P") (diferencia del potencial) y, por lo tanto, depende solamente de P' y P" 
y. no dei camino que recorrió P. Elteor. Il expresa que resulta nulo el traba- 


jo realizado por Y cuando P describe cualquier camino cerrado, 


Los teoremas 1,11, valen para formas diferenciales en dos variables 
X dx + Y dy ; bastará introducir algunas modificaciones obvias en los enunciados, 
que dejamos al lector precisar . 

3 -CONDICIONES PARA QUE UNA FORMA DIFERENCIAL LINE 
AL SEA UN DIFERENCIAL EXACTO. 

Como ya se dijo, para que el teorema II del nó precedente sea eficaz, se ha 
ce necesario determinar las condiciones que aseguren que X dx + Y dy +Z dz es 
un diferencial exacto. 

Comencemos demostrando el siguiente teorema: 

I-Condición necesaria y suficiente para que la forma dife -— 
rencial lineal sea un diferencial exacto en el campo conexo 
A es que, para toda curva simple y cerrada ( generalmente 
regular) 1d) trazada en A resulte 

Sxa+vay+zoz = 0 (1) 

Y 

Dem. La necesidad de la condición ya está expresada por el teor. II del no pre- 
cedente. Demostraremos la suficiencia haciendo ver que si vale la (1) para to- 


da curva simple cerrada, la forma X dx + Y dy + Z dz es un diferencial exacto. 


Comencemos probando que de la hipótesis . (1) sigue que, elegidos arbitraria — 


(Recordemos (Cap. X, n% 10) que una curva cerrada se denomina simple cuando carece de 
puntos múltiples. El teorema podría también enunciarse diciendo simplemente "para toda 
curva cerrada %  ";pero permanece válido (como condición suficiente), también en el ca 
so en que nos límitemos a pedir que la (1) subsista solamente "para toda curva sim— 
ple y cerrada Y". 
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mente en A dos puntos P! , P" yunacurva En que los una, la inte — 


gral curvilínea $ xó+vay+z 0% tiene un valor independien- 
5(Pr,P") 
te de la elección de T (es decir, depende-solamente de P' y 
pro). 
Tomemos ahora otra curva Y, queunaa P! y P" Si tiene en común 
lamente los extremos (fig. 33 a), resulta claro que recorriendo Y de Pl a 


P" y luego Y de P" a P' seobtiene una curva simple cerrada Y ¡por 


la hipótesis (1) será entonces 


1; AA + f a -0 


1, (Pr, P") 4,(P",P") 
o sea 
l, (Pr, P") ke (2:,P") 
% o ' 
p' E 
PY 
p” 
1, 
a) b) 


Fig.33 


Si, en cambio, %, tiene otros puntos en común con Y, (fig 33b) , pode — 
mos trazar en A una tercercurva Y, queuna P' con P'" yque tenga so 
lamente estos dos puntos en común con % y con Y,  . Por lo que se acaba de 


demostrar, se tendrá 


| a: -f os SÍ rol -f Dia 


7, (Pr,P) 1,(P",P") Y, (P",P") 127 Pm 
por lo que permanece válida la (2), quedando así totalmente probada nuestra afir 


mación inicial. 
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Fijemos ahoraen A un punto Po (Xp»Y0»20) y designemos con P(x,y,z) a 
un punto genérico de A  . En virtud de la propiedad recién demostrada, la inte - 
gral curvilínea de nuestra forma, extendida a cualquier curva que una Po con P, 
tendrá un valor que dependerá solamente de Pg y P ,omejor aún, solo de P 
(siendo Pg fijo). Tal integral, para la que podemos adoptar la notación (9) del 
n% precedente, es entonces una función F(x,y,z) definida en A através de 


(x, y, 2) 
F(x,y,Z) = f xuxw du + Y (u, v,w) dv + Z(u, v,w) dw . (3) 
(o, Yo» 20) 


Llegaremos a la tesis haciendo ver que esta función F(x,y,z) es una integral 
de la forma X dx + Y dy + Z dz, o sea demostrando que : 19) F(x,y,z) es conti- 
nuaen A ;2%) subsisten las 

2E -x (x,y,2) 22 - Y (x,y,z) LZ =Z (x,y,z) (4) 
7 Y, "=y Y, , A . 

Sea C una esfera de centro P , contenida en el campo A ,ysea M un 

número positivo que mayore en C a las tres funciones continuas | x] e | - a eS 


IZ| . Enel pasaje de P aotropunto QeC ,la función (3) sufre el incre 


mento 


, (5) 


con la última integral extendida sobre una curva cualquiera Y queuna P con 
Q y que podemos suponer trazada en C  . Sia tal integral la suponemos expre- 
sada según la definición (3) deln% precedente, sigue ido! 
" , 
|ar| «uff 0) 1 +1 y) 1+ 1216 1]dt | < V3 mM | foro? dt | Ss 
1 1 
= fMm1 , Ñ 


donde 1 denota la longitud de Y (Cap. X, n” 11). En particular, eligiendo 


como Y elsegmento PQ se obtiene AF <f3MPQ y entonces 
ps 

lim AF=0 , vale decir, la continuidad de la F 

Q—P 
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Demostremos, finalmente, la primera de las (4) . Enel pasaje de P(x,y,2 
a Qur+ax, y, z) la F sufreelincremento /cfr. con (5) : 


X(u, v, w) du + Y (u,v,w) dv + Z(u,v,w) dw . (6) 
(x,y,2) 


f Q(í +8x,y,2Z) 
E E 

Si | AX l es suficientemente pequeño todo el segmento PQ estará contenido en 
A y puede ser elegido como camino de integración. Tal segmento, paralelo 
al eje x , puede representarse con las ecuaciones paramétricas u=t ,v=y= 
=constante, w=Z=constante ;entonces, aplicando la definición(3del número pre 


cedente, teniendo en cuenta que u'=1 ,v!=w'=0 yqueel parámetro t de 
be obviamente variar entre x y x+Ax , se obtiene de la (6) 
X+AXx 
AF -f X(t, y, z) dt 
x 
Aplicando a esta integral definida el teorema de la media, se obtiene: 

AF = Ax- X(3,y,2) 
donde E denota un conveniente punto del intervalo que tiene por extremos los 
puntos x,X+Ax. Sigue e =X(85,y,z) y, por lo tanto, observando que pa- 
ra Ax—0 resulta E-—-x y teniendo presente la continuidad de la función X:; 

la LE xy, 

es decir, la primera de las (4) , que es lo que querfamos demostrar. 

Este teorema responde al problema que nos habíamos planteado al comienzo de 
este n% , Sin embargo, aunque posea gran importancia teórica, no proporciona un 
criterio de aplicación práctica para reconocer si X dx + Y dy +Z dz es o no un di- 
ferencial exacto. 

Para obtener tal criterio es necesario contentarse con obtenerlo en base a condi- 
ciones suficientes 


Estudiaremos ahora esta cuestión haciendo, sobre las funciones X,Y , 
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VA , otras hipótesis: precisamente que, en el campo conexo 
A , dichas funciones admitan derivadas parciales primeras 
eontinuas. 


Con estas nuevas hipótesis, ya contamos desde el n% 1 (teor. 1 y IM las 


condiciones necesarias para que una forma sea un diferencial exacto. Recor 


démoslas: 
as - y para la forma en dos variables X dx + Y dy (7) 
35. A ÍA- 22 , HE . para la forma (8) 


en tres variables Xdx+Ydy+Zdz ; 

es natural ahora preguntarse si las mismas serán o no también suficientes. 
Con un ejemplo haremos ver que, en general, no lo son. 
Consideremos la forma diferencial lineal en dos variables 


Xdx+Ydy = - Y + —_ E 


x +y xXx +y 


dy. (9) 


Las funciones X , Y son continuas y admiten derivadas parciales prime — 
ras continuas en el campo conexo A obtenido cuando se prive al plano xy del 
origen O  . En tal campo se verifica la condición (7) ya que un fácil cálculo 


muestra que 


Sin embargo. la forma (9) no es un diferencial exacto En efecto; si lo fuese de 
bería ser nula su integral curvilínea extendida a cualquier curva simple y cerra— 
da Y contenida en el citado campo A ;ysi tomamos como curva Y unacir 
cunferencia de centro O y radio r (usando para ella la representación paramé 


trica x=rcost , y=rsent O<xt<282H ), resulta 
21 2x 


sen t 13 

xdx+Ydy=| | --ElL (r senor El ros t fat=| dt=23t, 
r?2 r2 

1 


0 o 
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lo que basta para asegurar que no existe en A una función F(x, y) que tenga 
por diferencial total la forma (9) . Obsérvese, sin embargo, que a esta afirma— 
ción debe dársele un significado bien preciso:-no-existe-ninguna función unifor — 
me y contínua en A que tenga por diferencial total la forma (9). Si se ad 
mitiera funciones multiformes o discontinuas , la anterior afirmación 
no sería ya cierta . En efecto; se verifica inmediatamente que la (9) esel dife- 
rencial total de la función arctg L= P+Kx , donde P eslaanomalía 
del punto (x,y) y K un número entero; pero tal función es multiforme (si 
se tiene en cuenta todos sus valores) o discontinua (si se fija una determina 
ción de la misma). 

Este ejemplo muestra que para obtener condiciones suficientes para que una for 
ma diferencial lineal sea un diferencial exacto es necesario todavía agregar a (7) 
oa (8) alguna otra condición. Para alcanzar el objetivo consideraremos por se- 
parado el caso de las formas en dos variables y el de las formas en tres variables 
Para las primeras llegaremos a enunciar las condiciones suficientes en el n% 5 
tras haber introducido las denominadas fórmulas de Green en el plano; 
para las segundas, en cambio, lo haremos recién en el nN% 4 del Cap. sucesivo 
tras haber dado la noción de integral superficial y el teorema de 


Stokes. 


4-FORMULAS DE GREEN EN EL PLANO Y APLICACIONES. 
Tales fórmulas sirven para transformar una integral doble en una integral curvi 
línea y son muy ricas en aplicaciones, como veremos en este número y en los dos 
sucesivos; pero valen subordinadamente a ciertas hipótesis sobre el dominio en el 
cual se considera la integral doble, y debemos, entonces, anteponer algunas defini 


ciones. 


Sea A un dominio del plano xy. Diremos que es un dominio regular 
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con respecto al eje x cuando son verificadas las siguientes dos condicio- 
nes (véase fig. 34): 
oc) la frontera-de - A -está constituida por un número finito de curvas regulares 
que tienen en común, como máximo, sus 
puntos extremos; 

Pp trazando un número finito de oportu — 
nas paralelas aleje y ,eldominio A 
puede descomponerse en un número finito 


de dominios normales Ti, Ta... . T, 


cada uno de ellos normal respecto del eje 
e, Fig.34 

Cada uno de estos dominios normales será definido por desigualdades del tipo 
asx<b ,o(x) <y < Q(x) ,conoc(x) y f(x) continuas en [a,b] .y 
la frontera de los mismos se compondrá, además que de segmentos paralelos al e- 
je y  , de los gráficos en [a,b] de las dos funciones oc(x), f(x) . Estos grá 
ficos deben formar parte de la frontera de A yentonces, de la condición 04) si- 
gue que deben ser curvas generalmente regulares. Obsérvese bien, sin embargo, 
que este hecho no resultará en general de la representación analítica y =0c(x) o 
y = f(x) de tales curvas, sino de alguna oportuna representación paramétrica de 
las mismas; en particular no está dicho que en todo [a,b] , oc(x) y f(x) ad 
mitan derivada continua. Por ejemplo: el círcuio de centro O y radio 1 es un 
dominio normal respecto del eje x definido por -i<xx1 , — hi == 
<yY < nz ; su frontera es una curva generalmente regular ; pero para ad— 
vertirlo es necesario referirse a la representación paramétrica x=cost , y= 
=sent , O<t<2x ynoala representación cartesiana y=Zt |f1 - x 


puesto que estas funciones de x tienen las derivadas infinitas en los puntos x=t1. 
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Análogamente se dice que A esun dominio regular con respecto 
al eje y cuando, permaneciendo válida la hipótesis oc) , se tiene en lugar 
de (2) la siguiente- 

e) trazando un número finito de oportunas paralelas al eje x  , el dominio A 
puede descomponerse en un número finito de dominios T,. To», ++. Tp, norma- 
les aleje y 

Se dirá, además, que A esun dominio regular cuando lo sea tanto 
respecto del eje x como del eje y 

Es evidente que todo dominio regular respecto del eje x (o 
respecto del eje y ) es un dominio acotado y medible. 

Sobre cada una de las curvas que componen FA consideraremos como sen- 
tido positivo aquél según el cual debe moverse un observador para tener 
siempre a su izquierda el interior de A (véase fig. 34). Por integral cur- 
vilínea de una forma diferencial lineal en 2 variables extendida a la 
frontera FA recorrida en el sentido positivo , entenderemos 
la suma de las integrales curvilíneas de aquella forma diferencial lineal extendida 
a las distintas curvas regulares de la que se compone FA ;lo indicaremos con 


Urrea E. . (Es también usado el símbolo 
+FA +FA 


) 


Hechas estas consideraciones, se tiene el siguiente teorema, que proporciona 


las anunciadas fórmulas de Green: 


I-Si A es un dominio regular respecto del eje y y f(xy 
una función continua en A con derivada ES continua en 


él, vale la fórmula: 


fio E =f10s ; W 
a ha 


análogamente, si A es un dominio regular respecto del eje 
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X y g8g(x,y) una función continua en A con derivada qe con 


tinua en él, vale la fórmula 


ff 30.0 - - fea si e) 


+*FA 
Dem. Comencemos demostrando la (1) enel caso enque A sea un dominio 


normal respecto del eje y , cuya frontera sea una curva generalmente regular , 


y que está definido por a<y<b , (y) <x < B() / véase fig. 35_7. Será: 
ot E fa 
[Zeus w | e [letoo. y] 1 [00,5] jo = 


b a 
= Co [66).y ] dy + fo0.10: 


por otra parte, la frontera FA recorrida en sentido positivo se compone de la 
curva regular x= f(y) , y=y (con y y 
variable de a hasta b), de un tramo 
rectilíneo (si existe) x=x , y=b ¿con 


x variando desde f(b) hasta oc(bp, 


de la curva regular x=oc(y) , y=y (con 
y variable de b hasta a) y por último 
d t tilí i existe) Xx, 

le un tramo rectilíneo (si e: ) x=x Fig. 35 


y=a /con x variable de oc(a) a pla) 7 . Resultará entonces, 


fro fe [66), y] dy + [tono 


+FA a 
y de las fórmulas escritas se obtiene la (1). 


Demostremos ahora la (2) enel caso en que A sea un dominio normal res— 


pecto del eje x  , que tenga por frontera una curva generalmente regular; supon- 


(*)Las expresiones fdy y g dx son formas diferenciales lineales particulares; en la prime 
ra es nulo el coeficiente de dx , en la segunda el de dy 


XXIn - 4 130 


gámoslo definido por a<x<b , «(<y <ftx)/ /verfig. 367 . Se tendrá 


eco 
2 = 28 dy = 
E ddy= faz Fs y 
A a ex) 


- ffuro 60] -g[x, oc(x)] ax = 
a 


a b 
> - f_500 f(x) ] dx - ES ec(x)] dx, Fig. 36 


y se reconoce, como antes, que esta ultima expresión es igual a -fe dx 
Mostremos, por último, que la (1) Lo la (27 continúa ráliendo al A es 
cualquier dominio regular respecto del eje y /'odeleje x_7. 
Refirámosnos, para fijar las ideas, a 
la (1) yaldominio A defig. 37.Par 


lo recién demostrado se tiene 


of 
Jfoz=o- f0s + (á=1,2,3,4) 


k +5 Tx 
y sumando miembro a miembro estas re- 


Fig.37 


laciones se obtiene en el primer miembro 

Sj+ dx dy , mientras en el segundo miembro se obtiene f: dy parque 
las iolerrilós curvilíneas extendidas a aquellos tramos de frontera ds Ti. To, 
Tg> Ta que no forman parte de FA son todos nulos, ya que, a lo largo de ca 
da uno de esos tramos, se tiene y= constante y, en consecuencia, dy=0. El te 
orema queda así totalmente demostrado. 

Puede sorprender el distinto signo en los segundos miembros de (1) y (2) , 
ya que se podría pensar que era suficiente para pasar de la primer fórmula a la 
segunda, cambiar entre sí las variables x e y ; pero debe tenerse presente 


que, haciendo tal cambio, se deberían cambiar también los términos izquierda 


y derecha , mientras que en ambas fórmulas habíamos convenido en asumir co 
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mo sentido positivo sobre la frontera de A aquel sentido que dejase al interior «e 


A ala izquierda. 


Examinemos ahora algunas importantes consecuencias de las fórmulas de Green. 
1% Teorema de la divergencia. Si A es un dominio regular valen si - 


multáneamente (1) y (2) , que sumados dan 
4-34) «o 10-50 E (3) 
A +FA 


Esta fórmula expresa el que se denomina teorema de la divergencia so 
bre el que retornaremos enel n% 6. 
22) Fórmula de integración por partes para las integrales do- 
bles. Si u(x,y) , v(x,y) son funciones continuas, como también sus deriva— 
das parciales L A + , enel dominio A regular con respecto al eje y 
se tendrá por la (1): 


j 26 amar fuvay A 
x 
A 


+FA 
de donde 
EXA va 2u 
Jfozzao - furar - ff 220 6 (4) 
A +FA A 
Análogamente si, además de u(x,y) , ví(x,y) son contínuas también sus deri 
vadas A Era en eldominio A regular respecto del eje x , se 


obtiene de la (2) 


[tren fio [forro > 


Las (4) y (5) son de tipo análogo a la fórmula de integración por partes vis- 
ta para las integrales simples. Sobre estas fórmulas volveremos en el n? 6 . 
3% Fórmula de reducción para las integrales dobles. Supongamos 


tener que calcular la integral doble SS f(x, y) dx dy , siendo A un dominiore 
A 
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gular respecto del eje y ,enelque la f(x, y) es continua. Supóngase, además , 
que de la f(x, y) , pensada como función solamente de la x , se conozca su pri- 
mitiva F(x,y) ; se podrá entonces escribir Jj: dx dy = e dx dy y, por 


(1) 


Nocerión , (6) 


+FA 
con lo que el cálculo de la integral doble considerada ha sido trasladado al de una 


integral curvilínea, es decir, al de una integral simple. 

Análogamente, si A es regular respecto del eje x yside la f(x,y) ,pen- 
sada como función solamente de y, se conoce la primitiva G(x,y) , se obtiene 
de la (2) 

ffrso=-[0a % (7) 

Las (6) y 5 se aplican mucho en la práctica. Se desea, por ejemplo, calcu 
lar la integral doble Sí, e y dx dy donde A es el dominio limitado por la e 
lipse e. == =1 (de ecuaciones paramétricas x=acost, y=bsent 


a b' 
Oxt<2xXx ) . Realicemos el cálculo aplicando la (6) . Se encuentra 


fe» y? dx dy = RR a bd y” dy = 


= cd qa tica t) dt = 1) 
0 0 


i 
4 
4 
+ 


49 Area de un dominio plano por medio de una integral curvi- 
línea extendida a la frontera. En particular para f=1 (y, porende , 
F=x) de la (6) se deriva que el área de un dominio plano regular respecto del e 
je y está expresada por la fórmula área A =f x dy como también, de la 


+FA 
(7) , surge que el área de un dominio plano regular respecto del eje x está da- 


()véase Cap. IX, n% 11. 
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da por área A = - fy dx . Sumando miembro a miembro las dos fórmulas re 
cién indicadas, se tiene que el área de un 
dominio regular A puede expresarse 
como sigue 
área A= L [may -ydx). 

+FA 
Por ejemplo, para el área del dominio 
A (verfig. 38) limitado por la curva de 


ecuaciones paramétricas x=a cos3 t > 


Fig 38 
se tiene 


área a=L (a cos3 t 3 a sen? t cos t+a senó t - 3 a cos? t sen t) dt = 


=- 342 feos? 1 sentra E na? 
2 o 8 


5 -CONDICIONES SUFICIENTES PARA QUE UNA FORMA LINE- 
AL EN DOS VARIABLES SEA UN DIFERENCIAL EXACTO. 


Dada la forma diferencial lineal X dx + Y dy , supongamos que las funciones 
X , Y sean, junto con sus derivadas parciales primeras, continuas en un cier 
to campo conexo A del plano xy ;sea además satisfecha en A la condi — 


ción 


2x- Y (1) 
dy ox 


que sabemos es necesaria (pero en general no suficiente) para que la forma sea en 
A un diferencial exacto. Se tiene el siguiente teorema: 

I-Si vale la (1) , fijado arbitrariamente un dominio regu - 
lar D contenido en A resulta 

ricrzár=s (2 


FD 
Dem. Del teorema de la divergencia /'véase la (3) del n% precedente_/ aplicado 
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al dominio D yalasfunciones f=Y ,g=-X se obtiene 
SS 2 - 25) ax dy = $xa+va ; 
D pe +FD 
pero el primer miembro vale cero [en virtud de la (m7 , con lo que queda de- 


mostrada la (2) 


Tras este teorema, consideremos una curva cualquiera Y (generalmente re- 
gular) simple y cerrada trazada enel campo A . Talcurva Y será 
siempre la frontera de un dominio regular D del plano xy; pero y podrá afir- 
marse que D está contenido en el campo A 7? Es evidente (véa- 
se fig. 39) que hay casos en que la respuesta es afirmativa y otros en que es nega- 


tiva. 


Fig. 39 


Diremos que un campo conexo A del plano xy es un campo simplemen- 
te conexo cuando toda curva simple y cerrada trazada en A es la frontera 
de un dominio regular D contenido en A. 

Por ejemplo, un campo circular, un intervalo abierto, un semiplano abierto, el 
plano, son campos simplemente conexos; en cambio, una corona circular abierta , 
el plano privado de un punto, son campos conexos, sin ser simplemente conexos 


Se puede decir, en general, que un campo simplemente conexo no presenta agu- 


jeros o lagunas (eventualmente reducidos a puntos o líneas). 
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Podemos ahora demostrar el siguiente teorema fundamental que señala las condi 
ciones suficientes para que Xdx+ Y dy sea un diferencial exacto: 

U - Dada la forma diferencial lineal Xdx+Ydy ,con X,Y con 


tinuas junto a sus derivadas parciales primeras en el campo 


conexo A , si en todo punto de A se verifica la = => 


y si el campo A es simplemente conexo, entonces la forma 

dada esen A un diferencial exacto. 

Dem. Puesto que A es simplemente conexo, elegida arbitrariamente en A u 

na curva Y simple y cerrada, será la frontera de un dominio regular D con- 

tenido en A  . Siendo además válida la OS > el teorema 1 nos asegura 

que resulta fx dx+Ydy= 0 vale decir, $x dx + Y dy = 0 .Entonces, sien 
24D 21 

do nula la integral curvilínea de la forma sobre cualquier curva simple y cerra — 

da contenida en A , basta aplicar el teor, 1 del n% 3 para concluir que Xdx + 

+Y dy es un diferencial exacto, que es lo que queríamos demostrar. 

Con el precedente teorema se tiene un criterio de simple aplicación práctica pa- 
ra reconocer si una forma diferencial lineal en dos variables es un diferencial e- 
xacto en un campo dado A. Si de su utilización resulta que la forma es un dife- 
rencial exacto, el cálculo de la integral F(x,y) de la forma se efectúa aplicando 


el teor. II deln? 2 , Según el que se tiene 


(X, y) 


ren=o+ [x0n du + Y (u,v) dv. (3) 
(Xo.Yo) 


El camino de integración Y entre los puntos Píxo. Yo) y Py) puede ser 
elegido arbitrariamente en A ¡eso permite, deseando calcular efectivamente la 
integral curvilínea, elegirlo de modo de simplificar lo más posible dichos cálculos. 
Por ejemplo, si A es un intervalo abierto, o un semiplano, o el plano, puede ser 


conveniente elegir Y coincidente con una poligonal de dos lados paralelos a los 
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ejes, o inclusive con el segmento P¿P. 

Demos, a propósito, un simple ejemplo. Dada la forma 

X dx + Y dy = (y sen 2 x + cos? y) dx + (sen? x - x sen 2y) dy 5 (4) 
que puede ser considerada en todo el plano, se tiene 


2 Mon 2x —een?2y 


dy 9x 
y, por lo tanto, dado que el campo conside 
rado es simplemente conexo, puede afir — 


marse que la (4) es un diferencial exac- 


to en todo el plano. Aplicando la (3) , a- Uu=su,v=0 
(0, ==> 080) u 

sumiendo por ejemplo Xq =Yo= 0 seen 

cuentra que la integral de la (4) está da- 

Fig. 40 
da por 9 
(x, y) 
F(x, y) =C + fu sen 2u+c082 v) du + (sen? u —usen2v)dv , 
(0,0) 


en la que podemos tomar como camino de integración la línea quebrada de la figura 
40. 


Encontramos, entonces, (siendo dv=0 sobre el 19" lado, du=0 sobre el 


segundo) : 
A 
F(x,y)=C+ | du+ Sisen Xx —x sen 2 v) dv = 
0 0 
ne 
=C+xs y sen? x ox GETS 4x4 y sono x —x sen” y = 
=C + y sen? x —x cos? y 


El teor. II agrega a la hipótesis (1) aquélla de que A sea un campo simple- 
mente conexo; es posible dar otros teoremas del mismo tipo agregando a la (1) o- 
tras hipótesis que no se refieren al campo A  , sino todavía a las funciones X e 
Y . Un ejemplo está dado por el siguiente teorema: 


II -Sea la forma diferencial lineal Xdx+Ydy ,con X ,Y ,con 
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tinuas y con derivadas parciales primeras continuas en el 


campo conexo A ;si en cada punto de A se verifica la e 
- y si las funciones X , Y son homogéneas del mismo 


grado de homogeneidad X 4-1 , entonces la forma dada es en 


A un diferencial exacto y su integral está expresada por 


F=c+— 
06+1 


X+yY) . (5) 


Dem , La (5) define una función continua en A y, para probar el teorema, bas 


ta verificar las - y = =Y , Tomemos, por ejemplo, la primera . 
De (5) se obtiene (2 

e E 

0x E A 9x ox 
y, teniendo en cuenta la hipótesis ae 19% 

9x dy 

gr = 2X 2X pr 

ax” era Ni AIN 
pero, por el teorema de Euler sobre las funciones homogéneas (Cap. XVI,n* 8) , 
se tiene  x Y > = 06X , de lo que resulta 

LL = 

ao e , 


que es lo que querfamos demostrar. 

Nótese que la (5) proporciona la integral F de la forma diferencial directa - 
mente, es decir, sin requerir cálculo de integrales; pero puede aplicarse solamen 
te en casos muy particulares. 

6 -INTEGRAL CURVILINEA DE UNA FUNCION Y DISTINTAS A 
PLICACIONES. 

Junto a las integrales curvilíneas de formas diferenciales li 
neales que hemos definido en el n% 2, conviene introducir otro tipo de integral 
curvilínea que llamaremos integral curvilínea de una función y que 
es útil en varias cuestiones. Como en el n% 2 nos referiremos a funciones de tres 


variables, resultando como caso particular de las mismas, el de funciones de dos 
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variables. 

Sea A un campo conexo del espacio xyz y C una curva regular de ecua - 
ciones paramétricas 

xX=X() , y=y40 , 2=2() , (a <t<b) , Mm. 
contenida en A  . Supongamos fijada sobre C una abscisa curvilínea s  ( y, 
por lo tanto, un sentido positivo) y entonces tengamos presente también las 
ecuaciones paramétricas 

x=P() , y= Vs) , 2= MX) ,  (sy<s<s,) , (2) 
introducidas en el Cap. X, no 11, 

Resulta evidente que la curva C puede ser considerada como un eje de absci - 
sas sobre el que se representan los valores de la variable s ;aparece, por lo 
tanto, como posible definir sobre C integrales de una función análogas a las in- 
tegrales definidas que hemos introducido para funciones de la variable x 

Supongamos dada una función continua f(x, y,z) definida en A (o también so- 
lamente definida en los puntos de C ). Supongamos, además, fijado sobre Cc 
dos puntos P', P'" correspondientes a s=s! y s=s'" respectivamente, y 
designemos con Y al arco por ellos individualizado. Llamaremos integral 
curvilínea de la función f(x,y,z) ,extendida al arco Y enel 


sentido de P' a P" yla denotaremos con el símbolo 


£(x,y,2) ds e) 
121p") 
al número definido por la 
S10.y,2) ds f [P(s), (5), X(s) ] ds A) 


1(PrP") gr 
donde el segundo miembro es una integral definida ordinaria. 


Como en el n? 2 se puede observar que en la (4) hemos evidenciado el hecho 


de considerar Y enel sentidode P' a P" poniendo en la integral del 2% 


miembro s' como límite inferior y s' como límite superior de integración 
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Puede también considerarse la integral extendida a Y enel sentido de P" a 


P' ¡en tal caso se deben porier en el segundo miembro de (4) los límites  s" 


y s' , por lo que resulta 
to, y,2) de == fiix,y,2) ds . 6) 
4(P", Pr) xP, Po) 


Es fácil verificar que el valor de la el (3) no depende de la elección del 
origen de los arcos sobre la curva C ;depende, en cambio, del sentido positivo 
fijado sobre C (cambiando tal sentido, la integral cambia de signo); pero es- 
to no tiene importancia porque sabemos que la curva C ha sido orientada una 
vez y luego tal orientación no se modifica. 

De la (4) , poniendo en particular f =1 , sigue 

fas = 8-8! ái (6) 
1(P',P") 
de modo que la integral indicada proporciona la longitud, con signo, del arco Y 
orientado de P! a P" 

Observemos que para el cálculo de la integral curvilínea (3) noes necesario 
contar con la representación paramétrica (2) de la curva C ; nos podemos 
muy bien bastar con la (1) , En efecto; el arco s es una cierta función s=s(t) 
del parámetro t ysetiene P[s(t)]=x(t) , Pls(t] =y) ,  X[s(t)]= 
=z(t) , valiendo, además, la fórmula s'(t)=+ | x2) + yw + 2) (con sig 
no + ocon signo - según que el sentido de las t crecientes coincida o sea o— 
puesto al sentido de las s crecientes) . Sigue que, designando con t',t" a los 
valores del parámetro t correspondientes a los puntos P',P" ,sise realiza 
en el segundo miembro de (4) la sustitución s=s(t) , resulta 

" 
f(x,y,z) ds = £ vEe. y(t), z(t) ] 27) y) +29) dt (7) 


Y(p1,p") v 
con la advertencia hecha respecto del signo a adoptar. 


(*)No se confunda esta afirmación con la expresada por (3) . El sentido positivo sobre CY 


el sentido de P' a P" son independientes. 
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Como en el n* 2, se extiende después la definición (4) alcaso en que Y se 
a una curva generalmente regular (como suma de las integrales curvilíneas exten- 
didas a las distintas curvas regulares de las que se compone Y  )y.en particu— 
lar al caso en que Y sea una curva cerrada sidad el sentido en que se la 
recorre). 

Es de notar que una integral curvilínea de una forma diferencial lineal se puede 
transformar en una integral del tipo (3) . En efecto; indicando con B la tan- 
gentea C enelpunto s , orientada en el sentido positivo, vale la fórmula 
fx dx + Y dy + Z dz = fox cos xs + Y cos yU + Z cos ZU ds , (8) 

(Br, ;P") TP P") 
cuya demostración es inmediata. Basta expresar el primer miembro según la defi 
nición dada en el n” 2 /usando la representación paramétrica (2)7 y elsegundo 
miembro según la definición (4)/ teniendo presente que cos xG = PU $ 
cos ye = Ys) , cos Ze = (5) 7 para constatar que ambos miembros de (8) 
son igualos a 


0% 
[fx000.10.x01ea + Y [As) Ps), SIS) + Z[P(5), (5), M5) ]X18) Jas. ! 


Dada una'curva generalmente regular C y considerados sus arcos Y , se 
puede introducir el concepto de función del arco Y y, adoptando como medida 
de Y su longitud, extender a una función tal los conceptos establecidos en el 
Cap. XXI para las funciones de dominio. No nos detendremos a exponer detallada- 
mente tal extensión; nos bastará destacarla con una aplicación . Con razonamien— 
to análogo al realizado en el Cap. XXII, n? 3, se encuentra que las coordena 


das 3 o > del baricentro de un arco Y de línea mate- 


(*)El segundo miembro de (8) puede también indicarse con for ds ocon Si ds don 
E 1(P',P") 1(P',P") 
de T esel vector de componentes X,Y,Z ; Y elversor de la tangente %  (decompo - 
nentes cos xU . cosy5 , coszZó6 )y f, es la componente de f según la tangente 
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rial, supuesta homogénea, están dadas por las fórmulas 


E= 108 y--4n o 10 , e) 

Sas Sas Sas 

VAB) TAB) 05) 
donde A y B sonlos extremos de YT  , y se supone fijado sobre tal arco wm 
sentido positivo para los arcos s . El denominador es, en virtud de (6) , la 


longitud con signo del arco Y recorrido desde A hasta B . Si se desea que 
en el denominador figure la longitud absoluta de Y es necesario fijar como sen 
tido positivo de los arcos, el que va del punto A al B 
Tomemos nuevamente en conidoración la fórmula (2) del Cap. XI, n% 13 
área S =21 S x ds (10) 
que proporciona el área de una superficie de rotación generada por el rotar una 
vuelta completa de una curva C del semiplano x>0 , y=0 . Teniendo 
presente lo dicho sobre la (10) y la definición (4) de integral curvilínea de u- 
na función, resulta evidente que la integral del segundo miembro de (10) es lain 
tegral curvilínea de la función Xx 20 extendida sobre la curva C , con la ad- 
vertencia que (debiendo la integral resultar positiva) es necesario recorrer C en 
el sentido de las s crecientes. Se puede, entonces, escribir 
área S'=27N x ds (105) 
C(A,B) 
donde A,B son los extremos de C yelarco s se supone contado positiva - 
mente desde A hasta: B 
Llamando con 1 ala longitud de C , escribiendo la (10') del siguiente mo 


fe ds 
lc(A8) 


1 


do 
áreaS=1. 27% 
y observando que, según la (9) , el cociente aquí indicado proporciona la absci- 


sa del baricentro de la curva C (supuesta material y homogénea), se concluye 


área S=1.2x18 

vale decir que subsiste el teorema: 
1 - (Teorema de Guldin sobre el área de una superficie de rotación) - El área de 
una superficie de rotación se obtiene multiplicando la longi 
tud de la curva meridiana por la longitud de la circunferen— 
cia descripta por el baricentro de la misma. 

Por ejemplo: el área de la superficie tórica obtenida haciendo rotar un circulo 
de radio r alrededor de una recta de su plano situada a distancia d> r de 


su centro, está dada por 2 JYr. 2nd=4 5 rd 


Lo que se ha dicho para las integrales curvilíneas de funciones de tres variables 
vale también, con obvias modificaciones, para las integrales curvilíneas de fun — 
ciones de dos variables (extendidas a curvas del plano). En este caso conviene, sin 
embargo, agregar algunas consideraciones. 

Si A :es un dominio regular del plano xy , se puede considerar (cfr. n%4 ) 
la integral curvilínea if f(x, y) ds como suma de las integrales curvilíneas de la 
f(x, y) extendidas a las lara curvas regulares que componen FA, sobre 
las cuales el sentido positivo ha sido establecido en el no 4 (es decir, aquél que de 
ja a la izquierda el interior de A ) y coincide con el sentido según el que se su- 
ponen, en la integración, recorridas tales curvas. 

Tal sentido positivo sobre PA induce una orientación de sus tangentes Y; 
es oportuno establecer también una orientación de las rectas normales n 
a FA . Convengamos en orientar n de modo que en cada punto (regular) de 


FA , las rectas orientadas % ,n estén dispuestas como los ejes X,y : es 


decir, de modo que sea Ún=+ = . Se ve inmediatamente (cfr. fig. 41) que la 
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n resulta orientada hacia el interior de 
'A ;la llamaremos, por lo tanto, nor - 
mal interna. 


Se tendrá, entonces 


X= Xy +y8 + ón L+yu+ E 
=y6+r o, 

ya = yx + x6 +ón=- Textos P- 4 

y, por lo tanto, 

cos Xh=-cos Y ; cos yn=co08xb. (11) 


Tras lo que, dada una forma diferencial lineal X dx + Y dy , se tendrá, «por 
la (8) , 


$xa+vay= So cos *o + Y cos yG) ds 
+FA +FA 
y también por la (11) 


fxac+vay= fé cos ya - Y cos dh) ds (12) 
+FA +FA 
Habiendo introducido estas relaciones deseamos hacer ver que se pueden escri- 


bir de modo más conveniente algunas fórmulas del n% 4 , 


Las fórmulas de Green fa dx dy = f: dy, e dx dy = fe dx 
A + A + 


toman la forma 


Sf2L axay= - S1cos xn e E S[22 sas = - [y cos sn ds ; (13) 
A +FA A Y +FA 


desaparece así la diferencia de signo que se había observado en el AA 
El teorema de la divergencia Sf + El) dx dy = Sra -gdx se trans 
A +FA 
forma en 


S$22+ 25 ax ay= - S (6. cos %n +5 cos Ja) ds s (14) 
EAN S 
Si imaginamos al vector u (x, y) / de compdnentes f(Xx,y), gx, y) / aplicado 


enel punto (x,y) de A , la función E E se llama la divergen: 


cia del vector U yse indica con el símbolo diy U . Por otra parte la ex— 
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presión  fcosxh+ gcos a no es sino el producto escalar de = por el ver - 


sor n dela normal, por lo que la (14) puede también escribirse 


Saz dx dy =- fi xnds  -. (141) 


+FA 
Como se sabe de la E el segundo miembro de (14') se llamael flujo 


del vector u que sale de FA 


Las fórmulas de integración por partes (4) y (5) deln% 4 pueden también 


escribirse 
EXA 
ffu ax ay= - fu v cos xn as - Ez=. An 
A +FA (15) 
So 2 dx dy = CA dx dy 
dy 
A +FA 


Notemos, por último, que en las (13), (14), (15) , en lugar de cos xa ” 


cos EN puede también escribirse == á 4 , como surge de la definición 


de derivada según una dirección dada en el Cap. XVI, n% 5, 
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CAPITULO XXIV 


Integrales Superficiales 


1- INTEGRAL SUPERFICIAL DE UNA FUNCION. 
Sea S una superficie regular cuyas ecuaciones paramétricas son 
Xx =x(u, v) ») y = y(u, v) y z=z(u,v) , (1) 
con cierto dominio base D internamente conexo del plano uv ; como en el Cap. 
XXI, n* 11 hacemos además la hipótesis que D sea acotado y medi — 
ble. 

Por otra parte, sea f(x,y,z) una función continua definida en un campo cone- 
xo A que contenga la superficie S ¡se puede también suponer que la f es- 
té definida solamente en los puntos de S, 

Por analogía con el concepto de integral curvilínea de una función fos, z)ds , 

1 pm 
(véase Cap. XXIII, n% 6) donde figura el elemento de arco ds de cel o- 
rientada Y , es oportuno introducir una integral superficial de la 
función f(x,y,z) extendida a la superficie S que se denotará conel 
«símbolo 
f 10.5. 40 (7) 
en el que interviene el elemento de área do de dicha superficie. 

Por simplicidad nos limitaremos a dar la definición de (2) sin pensar en o — 
rientar la superficie S , de modo que no habrá para (2) nada de similar a lo 
que en las integrales curvilíneas eran el sentido positivo de los arcos s yÉl sen 
tido de recorrido del punto P' al punto P", 

Entonces, teniendo en cuenta que en los puntos de S la f(x,y,z) se trans—= 


forma en una función f [x(u,v), y(u,v), z(u,v)] de las dos variables u,v  (de- 
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finida en el citado dominio base D) y del hecho de que el elemento de área dí tie 
ne la expresión V EG -F? dudv (véase Cap. XXI, n% 11) es natural dar pa 
ra la integral (2) la siguiente definición 

$16.5,0 do = Sí: [x(u,v), y(a,v), z(a,v)] EG -F2 du av a (8) 
a el segundo miembro tiene sentido pues es una integral doble de una función 
continua sobre un dominio acotado y medible. 

No es difícil demostrar, basándose en los teoremas del Cap. XXII, n% 9, que la 
integral superficial recién definida tiene un valor propensas de la representa- 
ción paramétrica particular (1) adoptada para S 

Se verifica después inmediatamente que la integral (2) goza de la propiedad a 
ditiva y esto sugiere extender la definición dada,al caso de una superficie S que 
puede expresarse como la unión de un número finito de superficie s regulares, ca- 
rentes dos a dos de puntos interiores en común; por integral de la f extendidaa' 
una tal superficie S se entenderá la suma de las integrales extendidas a cada u- 


na de las superficies regulares. 


2-INTEGRAL SUPERFICIAL DE UNA FORMA DIFERENCIAL 
Por analogía con las integrales curvilíneas de formas diferenciales lineales 


X dx + Y dy +Z dz (cfr. Cap. XXIIL, n% 2) es útil dar también el concepto de in - 


tegral superficial extendida a una superficie regular S , de 
una forma diferencial bilineal X dy dz + Y dzdx+Zdxdy , donde 
X(x,y,Z) , Y(x,y,Z) , Z(x,y,z) son tres funciones contínuas en un campo co 


nexo que contengaa S . e) 


Permaneciendo válidas para la superficie S las hipótesis del n% precedente,se 


(%) En una forma diferencial lineal se combinan linealmente los diferenciales dx, dy, dz , es 
decir, los elementos de longitud de los tres ejes coordenados; en una forma diferen— 
cial bilineal se hace una combinación análoga de los elementos de área de los tres pla- 
nos coordenados yz. 2X, Xy. 


147 XXIV - 2 
rá sin embargo indispensable, para las aplicaciones que realizaremos, distinguir 
las dos páginas de la superficie S , del mismo modo como, con referencia 
a las integrales curvilíneas, hemos distinguido los dos sentidos en que se puede re 
correr la curva. 

Indicaremos con S' y S'" las dos páginas de S . En correspondencia aca 
da página, orientaremos las normales n a la superficie S de modo que la pá- 
gina considerada quede vuelta hacia las normales positivas; tendremos así las nor. 
males n' relativas a la página S' (es decir, orientada de S'" hacia S') y 
las normales n' relativas a la página  S' (es decir, orientadas de S' ha- 
cia 8") 

Recordemos (Cap. XVI, n? 10) que los cosenos directores de la normal n a 
la superficie 'S en un punto genérico de la misma son proporcionales a los tres 
números ; 

Yu uu Za Xu Xu Yu 
Yy y Zy Xy Xy Yy 
y que resulta 
12 +m2+N?= EG — F? 
Por lo tanto, indicando con E ala unidad positiva o negativa, tendremos pa- 


ra las normales n' 
L 
EG -F 


A 
cos xn!'= € , Cosyn'= E 


con un bien determinado valor de E , mientras que para las normales n' sur 
girán fórmulas análogas con -.£€ en lugarde € 
Tras lo cual, definiremos la integral superficial 
f xayaz+ Y dx dx +z0xay (2) 
Es 


de la forma diferencial bilineal Xdy dz + Y dz dx +Z dx dy ,exten 


dida a la página 8% de la superficie S mediante la fór - 
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mula 
[5 as an ón ax + 2 05 dy = $ 0% cos xo + Y cos Ya''+ Z cos zh) de (3) 
' 
donde la integral del segundo Pe es la integral superficial de la función indi- 
cada, extendida a la superficie S (cfr. n%1). Análoga definición para la inte— 
gral superficial extendida a la otra página S'" de S ;basta escribir, en el se- 
gundo miembro de (3) , n'" enlugarde n', por lo que resultará 
f co .m....s = S drcnnoscnns. (4) 
s 
Para expresar el segundo miembro de (3) €s necesario aplicar la (3) del no 
precedente; teniendo esto en cuenta, y que por la (1) se tiene 


fra 7 Ya 4 
EG -F* dudv=€Ldudv= € udv,..., 


cos XA! dO = € 


Yv %y 
se ve que la (3) puede sustituirse con la 
fx ay az Y dz ax +7 ax ay = 
gr 
Yu u 
E ef (txt, y(u,v), z(a,v)] + 
Yv Yy 
Za Xu 
+ Y [x(u,v), y(u, v), z(u,v)] +. (5) 
y y 
Xu Yu 
+ Z[x(u, v), y(u, v), z(u,v)] Jou dv, 
Xy  Yv 


donde el segundo miembro es una integral doble de una función continua, extendida 
al dominio acotado y medible D . Téngase presente que € señala el signoque 
es necesario adoptar en la (1) para tener los cosenos directores de la normal n' 
relativa a la página considerada S' pi! 


Veamos ahora una justificación, mediante consideraciones intuitivas, de los mo- 


tivos de la definición (3) . El elemento de área do” que rodea a un punto P 


(La (5) esla análoga de la (3) del Cap. XXI, n% 2 . No existía entonces el signo-€ por 


que estaba englobado en el símbolo de integral definida f 
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de la superficie S , se proyecta ortogonalmente sobre el plano xy en elemen— 
to de área dx dy de tal plano. Por lo tanto, considerando do como un área pla 
na contenida en el plano tangente a la S enelpunto P ,se tiene que dx dy es 
igual al producto de do porel coseno del ángulo agudo formado por el plano xy 
y el citado plano tangente. Tal coseno es igual a | cos Zh' | y entonces se tiene: 

dx dy= | cos Zi! | do : (6) 

Hagamos ahora una convención respecto de los signos de los citados elementos de 
área. El elemento dO será considerado positivo si se lo imagina sobre la página 
considerada S! , negativo si se lo imagina sobre la S' , Elelemento dx dy 
será considerado positivo si se lo imagina ubicado sobre la página N'' del plano 
xy que mira hacia las z positivas y negativo si se lo considera sobre la otra 
página 1" 

Observemos que el elemento dd , considerado sobre S' (y por ende positi— 
vo) se proyecta sobre un elemento dx dy de la página Jc' (y por ende positivo) 
cuando el ángulo entre la normal n' yeleje z esagudo (es decir, cuando 
cos zn' > 0), mientras se proyecta en un elemento de la página Xt" (y por lo 
tanto negativo) cuando el ángulo Zh' es obtuso (o sea cuando cos Ze < 0). 

Sigue, entonces, que la (6) puede sustituirse por la 

dx dy =cos Zh' dO (7) 
válida en valor absoluto y signo. 

Análogamente se llega a las dy dz =cos Xh'd0” , dzdx=cosyn'dO , que 
dando así explicado el pasaje formal del primer al segundo miembro de (3) 

Valen para las integrales (2) observaciones análogas a las hechas sobre el fi- 
nal del n% precedente. 

3- TEOREMA DE STOKES. 


Demos ahora una fórmula notable,que permite la transformación de integralesme 


XXIV 150 
diante la demostración del teorema de Stokes,que posibilita transformar una inte - 
gral superficial en una integral curvilínea. 

En este teorema consideraremos una superficie regular S , con las ecuacio— 
nes paramétricas 

x= x(u,v) , y = y(u,v) , z =Z(U,v) » (1) 
suponiendo que el dominio base D sea internamente conexo y re 
gular (según la definición dada en el Cap. XXIII, n% 4) y, además, que ca- 
da una de las tres funciones X(u,v) , y(U,v) , Z(u,v) admita 
en D derivada segunda mixta continua. 

La frontera FD del dominio base D está constituida por un cierto número 
de curvas regulares del plano (u,v) ;a sus puntos le corresponderán entonces , 
sobre la 8 » Puntos, distribuidos sobre un número igual de curvas regulares del 
espacio xyz . Diremos que estas últimas constituyen, en conjunto, el. borde 
de S ,que indicaremos con BS. 

Una vez fijado sobre el borde BS el sentido positivo, asociaremos al mismo 
una bien determinada página de S (que llamaremos página positiva) o, si 
se quiere, una bien determinada orientación de las normalesa S , con la si- 
guiente convención: un observador que recorra BS enel sentido positivo, cami- 
nando sobre la página positiva de S , debe tener siempre a su izquierda a los 
puntos de S . También puede decirse: si en un punto P de BS se considera 
la tangente BG a BS (orientada según el sentido establecido sobre BS ) y 0- 
tra tangente Y» ala S (orientada de P hacia los puntos de S ), lanor- 
mal n en P alasuperficie S debe orientarse de manera que la terna Gn 
resulte con la misma disposición que los ejes coordenados x,y,z, (fig. 42).Cam 
biando el sentido positivo sobre BS, cambia naturalmente el sentido positivo so- 


bre las normales n . Recordemos, por otra parte, que en base a la convención 
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hecha en Cap. XXIII, n% 4, queda fijado en el plano uv un sentido positivo sobre 


x 
la frontera F"D del dominio base D (es el sentido que deja D ala izquier— 


da, ver fig. 43). vb 

Cuando un punto Po recorre FD en 
dicho sentido positivo puede muy bien su— 
ceder que el correspondiente P reco— 


rra BS enel sentido que se ha indicado 


como positivo en este borde (lo llamare — 


mos 19" caso), o que lo recorra en el sen 


tido opuesto (2% caso.). 


Demostremos, antes de continuar, la siguiente proposición: Fig. 43 
I -Fijado el sentido positivo sobre el borde BS de la super— 
ficie S y orientadas en consecuencia las normales n a di- 


cha superficie del modo dicho, resulta 


A L A 
cos xMm=—_== , cosyh= a A) 
ES 
con el signo + o mcon els signo — según que se verifique 


el primero o el segundo de los casos antedichos. 


Dem. Basta evidentemente considerar el primer caso y demostrar que valen las 
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(2) conel signo + . La demostración se logrará tras la siguiente observación. 
Sea C( una curva regular trazada en D ;adicha curva le corresponderá so 
bre S una curva regular C y cuando un punto Py describe Cy *nun sen 
tido dado, el punto correspondiente P describirá C en un sentido determinado 
que será llamado el sentido correspondiente al considerado sobre Co .Sean 0, 
Po los cosenos directores de la recta G,¿ tangente a Cy en Po (orientada 
según el sentido fijado) y sean ot, p,7 los cosenos directores de la recta % 
tangente a C en P (orientada en el sentido correspondiente al precedente), De 
mostremos que x,f, Y resultan proporcionales a los tres números 
Xu to tx fo + Mo +Iy Bo > fu %ot2y fo» 6) 
con un factor de proporcionalidad positivo. En efecto; introducida en Cy u- 
na abscisa curvilínea s , creciente en el sentido fijado, y llamando con u=u(s), 


v=v(s) a las ecuaciones paramétricas de Cy .se tendrá según se sabe, 


bos is al . Bo= sr 
Por otra parte, las ecuaciones paramétricas de C resultan ser las 

x =x[u(s), v(s)] , y=y[u(s), v(s)]] , z=z[u(s), v(s)] , (4) 

y, al crecer el parámetro s,elpunto P describe C enel sentido correspon- 

diente alde C¿ ; sabemos, entonces, (Cap. X, n% 10) que o, (, 7 resul — 


tan proporcionales, con un factor de proporcionalidad positivo ,a las deriva 


das de las funciones (4) respectode s ,.esdecir, a los tres números 


du dy du 


Xu qa XV ag > Ya E 


dy du 
a ir 


que coinciden con los tres números (3). 

Podemos entonces decir que a cada recta orientada o (de cosenos directo — 
res gp, fp) Pasante por un punto Pg de D , corresponde una bien determi 
nada recta orientada % tangente ala s enelpunto P correspondiente a Pp 


que tendrá los cosenos directores proporcionales a los números (3) , según un 
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factor positivo de proporcionalidad. 

Advertidos de esto, consideremos en un punto genérico Po de FD , la 
tangente positiva G gy yla normal interna >g (fig. 43). Sean G,Y las co- 
rrespondientes rectas orientadas tangentes a S enel punto P de BS que co- 
rresponde a Po (fig. 42). 

La UG resulta tangente a BS en P yorientada según el sentido positivo de 
BS , puesto que hemos dicho que estamos en el primer caso de los dos con— 
«templados en el enunciado del teorema. La »? resulta orientada desde P 'ha - 
cia los puntos interiores de S 

Recordemos, además, que la normal n a la superficie S debe orientarse de 
modo de lograr que la terna “6 Y n resulte dispuesta como la terna xyz , Es 


conocido, a través de la geometría analítica, que esto se realiza imponiendo que se 


a 
A A EN 
cos xb cos yb cos z% 
A= cos Xx» cos y» cos Z» |>0 (5) 
A A A 
cos xn cos yn cos Zn 
Ahora, llamando %o fo, 2 los cosenos directores de By , y porende , 


- Co ey 2 los de Y o » Por la observación precedente, se tendrá 

cos Xx8 =P (X, Lo +Xy Bo) > cos y6 =P (y %o+Yy Po)» 

cos Z6 =P (2y Lg + Zy to (con un cierto p>0) , 

cos x) =4 (Xu Bo+Xy eo. cosy» =d (Yu Bo +Yy o), 

cos z Y =4 (2, Bo+?ty o), (con un cierto q>0); 
por otra parte puede escribirse 

cos h = r L >, cos Jh=r M ñ cos Zh =rN , (conuncierto r ) 
y nuestro teorema quedará probado si hacemos ver que de la (5) sigue r>0 


Y en efecto, teniendo en cuenta que y? + Po? =1 , llegamos con fácil cálcu- 
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loa A=par(L2+m2+N?) y, porlo tanto, la (5) valdrá sólo si r>0 


que es lo que queríamos demostrar. 


Tras este resultado, he aquí el enunciado del teorema de Stokes: 
T-Si S es una superficie regular que verifica las hipótesis 
arriba enunciadas y si X(x,y,2) , Y(x,y,2) Z(x,y,z) son tres 
funciones continuas junto a sus derivadas parciales primeras 


en un campo conexo A que contiene a S ,vale la fórmula 


dz 3Y XxX - 22 Y __2X 
¡REE 
+8 
= |xdx+Ydy+Zdz , (6) 
BS 
donde +S denota la página positiva de la superficie S , es 


decir, aquella página que, según la convención establecida , 
corresponde al sentido positivo fijado sobre el borde BS 


Dem. Bastará demostrar separadamente las tres relaciones 


NES (e [Paco -Horá2- [ras 
+8 p +BS “e Bi 


[Pay ón - 22 ón Zdz , 


de las que la (6) sigue por suma. Demostremos, por ejemplo, la primera. Se 
tendrá 


fra- fe [x(4, 1), y(4,1), 2,0] (Lau + 22 av) 
+BS 1FD 


con el signo + oconel signo - según que el sentido positivo sobre el BS co 
rresponda o no al sentido positivo sobre F'D . Transformando la integral del se- 
gundo miembro en una integral doble mediante las fórmulas de Green en el plano 


(véase Cap. XXI, n? 4) resulta 


fxa==f[ (2 exrxtu, 0, yta,v), 20,01] Sh - 
+BS 
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47 Xlx(u,v),, y(u, > 2(0,41 5% ] úu dv = 
TES d+ 3730 E ds 


AR 


E ff - ES 
Pero, porel teor. 1, se tiene cosyn=+ = , coszn=t zx 
| EG-F í EG-F 


y, por lo tanto, puede escribirse 


fis SL 5 az X cos yn - qe cos Zn) y EG-F? du dv = 
= E: cos yn - 25 cos Za) do ; 

D E 
pero /_por la (3) del n* precedente / esta última integral no es sino la integral 


EXA SE as 


superficial 5 dz dx - H dx dy , que es lo que queríamos demostrar. 
+8 
A 
Veamos ahora la forma vectorial del teorema de Stokes. Llaman — 


do X(x,y,Z), Y(x,y,z), Z(x,y,z) a las componentes de un vector Y aplica— 


do en el punto P(x,y,z), se denomina rotor (o rotación) de u alvec 


22 2Y 2X__3Z 2Y 2X 
tor que tiene por componentes a y az * ir dx ay z 


y que se indica con la notación rot u 
Si escribimos el primer miembro de la (6) en la forma 
[32-- 2% Cos xD... Jar, 
la función a integrar se presenta como el producto escalar de rot Y porel ver= 
sor Tn dela normal n a S ;de tal modo dicho primer miembro podrá escri- 
birse más concisamente f (rotux n)d0  . Fijada sobre BS una abscisa 


curvilínea S , el segundo miembro de la (6) puede escribirse 


f («x = da y as! 4 
+BS ñ 
y puesto que ES z a » Ss son los cosenos directores de la tangente, 


constituyen las componentes del versor 3 de la tangente orientada en el sentido 


de las s crecientes y tal segundo miembro asume la forma Li x 3 ds .Con 
BS 
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cluyendo, la (6) equivale a la siguiente fórmula 

[rmx ao - fx ds. mM 

Ss +BS 
Observemos, por último, que el teorema de Stokes continúa valiendo si S es 
una superficie generalmente regular y abierta  , vale decir, que admita su 
descomposición en un número finito de superficies regulares So. So... Sa > 
carentes dos a dos de puntos internos comunes (para cada una de las cuales se ve 
rifiquen las hipótesis introducidas al comienzo) y, además, dotada de un borde 

BS. 

Bastará escribir la (6) para las distintas superficies Si, So» Saja dl Sh A 
después sumar miembro a miembro las fórmulas obtenidas y observar que la su— 
ma de las integrales curvilíneas extendidas a BS,» BS», La BS se redu— 
ce a la integral curvilínea extendida a BS. En efecto; consideradas las inte - 
grales curvilíneas extendidas a aquellos arcos Y de los bordes BS,, BS»,... 
..., BSpp que no pertenezcan a BS , se eliminarán dos a dos, puesto que, jun 
to a cada una de ellas que se extiendan sobre Y en un cierto sentido, aparece- 
rá otra extendida sobre la misma Y , pero en el sentido opuesto. 

4 - CONDICIONES SUFICIENTES PARA QUE UNA FORMA DIFE- 
RENCIAL LINEAL EN TRES VARIABLES SEA UN DIFEREN-= 
CIAL EXACTO. 

Dada la forma diferencial lineal X dx + Y dy +Z dz , supongamos que las fun 
ciones X ,Y , Z , sean continuas junto a sus derivadas parciales primeras 
en un cierto campo conexo A delespacio x,y,z ; sean además satisfechas en 


A las tres condiciones 


22__2Y 2X__9Z 9Y-_2X w 
IICA EJ] ae e EX] ERES 


que ya sabemos (Cap. XXI, n% 3) son necesarias (pero en general no sufi — 


cientes) para que la forma seaen A un diferencial exacto. Tenemos el siguien- 
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te teorema; 


I-Valiendo las (1) ,si se fija arbitrariamente una superficie 


S regular y abierta, contenida en A , resulta 
X dx + Y dy +Z dz=0 (2) 
ÍBS 


Dem. Del teorema de Stokes sabemos /ver la (6) del n? precedente_7 


2X EVA My 2X, E 
[8-29 0035 - 3h 00000 (34 - Gh anar 
= X dx + Y dy +Z dz ; 
+BS 
pero el primer miembro, en virtud de las (1) , vale cero, siguiendo la (2) ,que 


es lo que queríamos demostrar. 


Consideremos ahora cualquier curva Y (generalmente regular) simple y ce — 
rrada trazada en el campo A , Dicha curva Y puede imaginarse como el bor 
de de una superficie regular S , generalmente regular y abierta, superficie que 
puede evidentemente elegirse de infinitos modos distintos. Entre todas estas super 
ficies $S ¿ existirá al menos una que esté contenida en A ? Haycasos en que 
surge inmediatamente la respuesta afirmativa (por ejemplo, si A es un interva- 
lo abierto, o una esfera abierta, o el campo comprendido entre dos esferas concén 
tricas), mientras en otras es negativa (por ejemplo, si A es un toro abierto y 
la curva Y gira alrededor del eje del toro. 

Diremos que un campo conexo A delespacio xyz esuncampo con cone- 
xión lineal simple cuando toda curva simple y cerrada trazada en A 
sea el borde de una superficie abierta contenida en A , 

Por ejemplo; el espacio, un semiespacio abierto, un intervalo abierto, una esfe- 


ra abierta, el campo comprendido entre dos esferas concéntricas,el espacio priva- 


pe pS 

(*) para los campos del espacio hay dos tipos de campos simplemente conexo: los linealmen, 
te simplemente conexos recién definidos y los superficialmente simplemen- 
te conexos que no nos interesan en este caso. 
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do de un punto, son campos con conexión lineal simple; no lo son, en cambio, un 
toro abierto, el espacio privado de los puntos de una recta. 

Podemos ahora demostrar un teorema fundamental que establece condiciones su 
ficientes para que Xdx+Y dy +Z dz sea un diferencial exacto: 
II -Sea la forma diferencial lineal Xdx+Ydy+Zdz ,con X,Y, 


Z continuas junto a sus derivadas parciales primeras en el 


campo conexo A ;si en todo punto de A se verifican las 
L-2 A 2. 5 H-<$% , y si el campo es lineal 


mente simplemente conexo, la forma dada es un diferencial £ 
xactoen A, 
Dem. Puesto que A es linealmente simplemente conexo, elegida arbitraria — 
mente en A unacurva Y simple y cerrada, será el borde BS de una super 
ficie abierta S contenidaen A  , Por otra parte, dado que se verifican las (1), 
el teorema 1 nos asegura que resulta f, gn +Ydy+Zdz=0 ,osea, 
f xax+Yay+Zdz=0 
ty 

Entonces, siendo nula la integral curvilínea de la forma sobre cualquier curva 
simple y cerrada contenida en A, bastará aplicar el teor. I del Cap. XXIII, n9 3, 
para concluir que Xdx+Y dy +Z dz es un diferencial exacto, que es lo que que 


ríamos demostrar. 


Con el teorema precedente se tiene un criterio de aplicación práctica para reco 
nocer si, dada una forma diferencial lineal en tres variables, la misma sea un di- 
ferencial exacto en un determinado campo A En caso afirmativo, el cálculo de 
la integral  F(x,y,z) de la forma se efectúa aplicando el teor. III del Cap.XXIMI, 
n2 2, o sea la fórmula 


(x,y,2) 
F(x,y,z) =C + [eo du + Y(u, v, w) dv + Z(u,v,w) dw . (3) 
Xo Jo» 20 
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La curva Y sobre la que se integra entre los puntos Po (Xo » Yo» 20) 
P(x,y,z) puede ser elegida arbitrariamente; pero, deseando realizar el cálculo e 
fectivo de la integral curvilínea, se tendrá el cuidado de elegir Y de modo de 
simplificar tales cálculos. Por ejemplo, si A es un intervalo abierto, o un se— 
miespacio, o el espacio, puede ser útil elegir Y coincidente con una poligonal 
de tres lados paralelos a los ejes, o también con el segmento PpP . 

Dejamos al lector la tarea de estudiar el ejemplo 

X dx + Y dy + Z dz = (y2+2xz) dx + (22+2xy) dy + (x2+2yz) de 

en el que se llegará a 


Fíx,y,2)=C+y22+2x2+xy2 


También para las formas diferenciales en tres variables vale un teorema análo- 
go al teor. III del Cap. XXIII, n0 5; 
II - Dada la forma diferencial lineal Xdx+Ydy+Zdz , con X, 
Y, Z continuas junto con sus derivadas parciales primeras en 


el campo conexo A ,si en cada punto de A se verifican las 


22. -2Y 2X. 22 Y - 2X i 
dy az > 92 an * $x ay. y si las funciones X,Y,Z, 


son homogéneas con un mismo grado de homogeneidad o 4-1, 
la forma dada es en A un diferencial exacto y su integral es 


tá expresada por 


1 
0oc+1 


La demostración es idéntica a la del teorema antes citado. 


F=C+ 


AX+yY+zZ) . (4) 


5 -FORMULAS DE GREEN EN EL ESPACIO Y APLICACIONES. 
Las fórmulas de Green en el espacio son análogas a las vistas en Cap. XII, n? 


4 enel caso del plano, y sirven para transformar una integral triple en una inte- 


gral superficia] . 
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Sea A un dominio del espacio xyz . Diremos que esun dominio regu- 
lar respecto del plano xy cuando se verifican las siguientes dos condi - 
ciones: 
oc) la frontera de A está constituida por un número finito de superficies regula 
res que tienen a lo sumo en común, dos a dos, puntos de sus bordes; 
é ) trazando un número finito de oportunas superficies cilíndricas con las genera- 
trices paralelas al eje z ,eldominio A puede descomponerse en un número 


finito de dominios T. Ta GA Ta , Cada uno de los cuales resulte normal res 
pecto del plano 'éase Cap. XXII, n% 2), 

Con relación a esta definición valen observaciones similares a las hechas en el 
Cap. XXIL, 94, 

Análogamente se definen los dominios regulares respecto del pla- 
no xz orespecto del plano yz 

Diremos además que A esun dominio regular cuando sea regular res- 
pecto de cada uno de los planos considerados. 

Un dominio regular respecto de un plano coordenado es obviamente acotado y 
medible , Sabemos que FA está constituida por un número finito de superfi- 
cies regulares; cada una de éstas será llamada una cara de FA. 

Sobre cada cara S de FFA consideraremos como página positiva la que mi- 
ra hacia el interior de A y, por lo tanto, en todo punto de S la recta normal 
n está orientada hacia el interior de A (la llamaremos, entonces, normal 
interna). 

Tiene sentido ahora hablar de integral superficial de una forma diferencial bili- 
neal, extendida a la frontera FA de A , sobre la página positiva (oin- 
terior) ; designando con Si» So, «+ Sp 2 las caras de FA ,será, por 


la definición introducida enel n0 2: 
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Jroránor anos z aos Ys fr orara razón zexar> 
+FA +Sk 


[X cos Xh + Y cos $h + Z cos 2h] do 


Tras esta relación, podemos dar las fórmulas de Green a través del siguiente te 
orema; 
I-Si A es un dominio del espacio, regular respecto del pla- 
no yz y f(xyz) es una función continua en A junto a su deri 


¿1 


vada parcial , vale la fórmula 


ni [próipess [aja a (1) 
+FA 


Análogamente, si tes regular respecto del plano zx y g(xy,z) 
es, junto con continua en A ,vale la 
Es apura [us : 2 
+FA 
y por último, si A es Gular respecto del plano xy y h(x,y,z)es 
continua junto con = en A ,se tiene 
2h — 
En dx dy dz = h dx dy (3) 
A +FA 


Dem. Nos referiremos, por ejemplo, a la (3) comenzando con demostrarla en 
el caso en que A sea un dominio normal respecto del plano xy , definido por 
las (x,y)€B, 0 (x,y)<z < f(x,y) y verificante la condición o ) menciona- 
da al comienzo. 


Desde ya, por los resultados del ESE: XXI, n? 6, se tendrá 


2h 
Mi 2h as dy de = | f ax ay fr dz = 


ey) 
Str. 66,9)] -h [x,y, octx,y)] | dx dy e) 


La frontera de A se compone de las dos superficies S' [ z =0<(x, y), (x,y)eB) 


Ss 


s"[z= g(x,y), (x,yeB] y, eventualmente de otras porciones S,,Sp,...,Spp» 


situadas sobre la superficie cilíndrica que proyecta a la frontera de B  paralela- 
mente aleje z , y por lo tanto se tendrá 
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fráxay= fnaxay+ fnacay+> fraxar- 


+5 +5" 


% 
> 


n 
- [neos óvao + hcos Zh do + [1009 ónao 
3 " ka da 


Sobre cada una de las S, lanormal n es siempre paralela al plano xy ,y 


entonces resulta cos Zh=0 ; en consecuencia se tendrá 


fraar- [neosiao + [neos tan ; (5) 
"SI "gu 
La S' tiene las ecuaciones paramétricas X=X , Y=Y , Z=o06(x,y)con 


el dominio base B y sobre la misma resulta cos Zh>0 ;la $" tiene las 
ecuaciones paramétricas X=X , Y=Y , Z= Ba,y) con el dominio base 
B y sobre ella resulta cos h<0 ; entonces, en virtud de la (5) deln%2 , 


la (5) se transforma en 


frac - ff nta. oc(x, y)] dx dy — ff =0%s, p,y)] dxdy . (6) 
+FA B B 

De la observación de los segundos miembros de (4) y (6) , sigue la (3) 
Queda por hacer ver que la (3) parmanece válida si A es regular respecto 


del plano xy . Endichocaso A se descompone [del modo dicho en ey en 


cierto número de dominios Tr Tar +. + Y, 


a normales respecto del plano xy, 


para cada uno de los cuales se tendrá, por la demostración precedente 
[[Haxóra-- fróxar d (k=1,2,...,n) 
diraardo miembro a EA estas igualdades se obtiene en el primer miembro 
S/ 22 dx dy dz y, en el segundo miembro, -S h dx dy puesto que lasin 
cales superficiales extendidas a aquellas caras de Es que no forman parte de 
FA son todas nulas, dado que tales caras son superficies cilíndricas con las ge— 
neratrices paralelas al eje z , resultando sobre ellas cos Zh=0, Con esta a— 
claración el teorema queda demostrado. 


Es de observar que las (1), (2), (3) pueden también tomar la forma / por la (3) 
delno 27: 
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a da ; [fito fecnñc 3 


FA FA A 


Sí Jr ; 
A FA 


fórmulas que pueden confrontarse con las (13) del Cap. XXI, n% 6 


Examinemos algunas consecuencias de la fórmula de Green, análogas a las vis 
tas en Cap, XXI, n% 4 y n%6 
1%) Teorema de la divergencia. Si A es un dominio regular valen si — 
multaneamente las tres fórmulas (7) que,sumadas miembro a miembro, dan 
(3 Eros 22, dx dy de = portaron cad . (8) 
si OSOiDOS que f,g,h son las poacióa de un vector Y e indicamos 
con n el versor de la normal interna a FA ,la (8) puede escribirse: 
Jl acido ise A (81). 
2%) Fórmula de integración pais para las integrales tri 
ples, Si u(x,y,z) , v(x,y,z) son funciones continuas junto con sus derivadas 
= A =- en el dominio A , regular respecto del plano yx ,se obtie- 
ne a partir de la primera de las (7) 
fo 2 ax dy dz = - fuscos xn dí - Mf 22 dx dy da 
Se donen otras dos sóla análogas con las dieran respecto de y yres- 
pecto de z 
3%) Fórmulas de reducción para las integrales triples. Suponga 
mos tener que calcular la integral triple ff 10. dx dydz , donde A es 
un dominio regular respecto del plano yz y f(x,y,z) es continuaen A . Su 
Póngase, además, que se conozca de la f(x,y,z) , considerada como función so- 


lamente de x ,suprimitiva F(x,y,z). Se tendrá, entonces, 


Jess MÍ, LE ax ay de y, por la primera de las (7), será: 
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Sff taxa a =- fraváz=- fx cos nao . (9) 
A +A FA 
con lo que el cálculo de la integral triple se ha trasladado al de una integral super. 
ficial es decir,en esencia, al de una integral doble. Fórmulas análogas valen con- 
siderando de la f la primitiva respecto de y ode z 


En particular, poniendo f=1 y, entonces, F=x ,la (9) proporciona 


volumen A = -fx dy dz = - f: cos h do 
+A FA 
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CAPITULO XXV 


Extensión del concepto de integral 


1-MEDIDA DE LOS CONJUNTOS NO ACOTADOS. 

En el Cap. XX hemos establecido los conceptos de medida y de conjuntos me 
dibles;, refiriéndonos únicamente a conjuntos acotados ¡queremos ahora ex- 
tender dichos conceptos al caso de conjuntos no acotados 

Sea E un conjunto no acotado del espacio Sp . Diremos que E es me- 
dible si, para todo intervalo R de tal espacio, resulta medible el conjunto a 
cotado ENR . Admitido que eso suceda, el número med (E NR) describe , 
cuando R varía de todos los modos posibles, un conjunto numérico cuyo extre— 
mo superior (finito o +00) será, por definición, asumido como medida de E, 
Entonces, un conjunto no acotado medible, tiene siempre una medida que puede 
ser finita o infinita. 

Un conjunto no acotado E puede tener medida nula; esto sucederá cuando, pa- 
ra todo intervalo R , resulte siempre med(ENR)=0 . Se extienden inme — 
diatamente al caso de E no acotado los teor. III y IV del Cap. XX, n% 3, te- 
nféndose: 

I-Si un conjunto no acotado E pertenece a un espacio Sk» 


de dimensión inferior a r será sin duda medible sobre el 


espacio S, y tendrá medida nula . 


Dem. Enefecto, si E pertenece a un Sk». fijado arbitrariamente en S, 


un intervalo R , también el conjunto acotado ENR pertenecerá a tal So-k 


y entonces, por el citado teor. III de Cap. XX, n% 3, se tendrá med (ENR)=0, 
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de lo que seguirá med E = 0 

II -Si el conjunto no acotado E es medible, su medida es 
positiva o nula, según que esté dotado o que carezca de pun- 
tos interiores. 

Dem. Enefecto, si E es medible y tiene puntos interiores, existirán interva- 
los R tales de proporcionar conjuntos acotados y medibles ENR que posean 
puntos interiores. 

En virtud del citado teor. III del Cap. XX,n” 3, para tales R resultará 
med (ENR)>0 , de lo que resultará medE>0 .,Si E esmedible, y no 
tiene puntos interiores, tampoco los tendrá el conjunto acotado y medible ENR , 
cualquiera sea R  , resultando siempre med (ENR)=0 y, en consecuencia , 
med E=0 . También es fácil extender el teor, 1 del Cap. XX , n% 3: 

II -Condición necesaria y suficiente para que el conjunto no 
acotado E sea medible es que su frontera e) FE tenga 
medida nula 
Dem. Observemos, primeramente, que designando con R aunintervalo arbi- 
trario del espacio S, , valen las dos relaciones: 

FE N RES TFENR)UFR a) 

7) 
F(ENR)S (FENR)U FR. (2) 


Ahora, si E es medible, se tiene F(ENR)=0 y también med FR=0 ; 


(*)La frontera FE de un conjunto no acotado E puede ser acotada (por ejemplo, en el pla- 
no, si E es el exterior de un círculo) o no acotada (por ejemplo, en el plano, si E es un 
ángulo). 


(%) La (1) se demuestra del siguiente modo. Sea P- un punto de FENR, que no pertenezca 
a FR ¡mostraremos que necesariamente pertenecerá a F(ENR). En efecto; P es inte- 
riora R ypertenecea FE ;porlo tanto, llamando C a cualquier dominio circular con 
centro P y totalmente contenido en R ,caeránen C puntos de E (que son también pun 
tos de ENR) y puntos del complementario de E (que son también puntos del complementario 
de ENR) . Esto muestra que P es punto de frontera de EMR . Análogamente se demues 
trala (2). 


SS 
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por lo tanto, de la (1) sigue, por los teor. 1 y II delCap. XX, n% 4, 
med, (FE NR) <med F(ENR) + med FR=0 , lo que precisamente expresa 
que med FE=0 

Viceversa, si FE tiene medida nula, de la (2) sigue med, F(ENR) < 

< med (FENR) + med FR=0 , loque expresa que ENR es medible, que 
es lo que queríamos demostrar. 

De este teorema sigue, con el mismo razonamiento hecho en Cap. XX, na; 
IV -Si los conjuntos Ez» Es» bra 16 En (acotados o no) son me— 
dibles, también serán medibles la unión, la interseccióno la 
diferencia de dos de ellos. 

Extendamos, por último, los teoremas I, V, VI del Cap. XX, ns As! 

V -Si E,, Ez son conjuntos medibles (acotados o no), y E, es 
tá contenido en Ez , resulta med E, < med Ez - 

Dem. De E¡ SEz sigue E, NR <SEz2NMR , med (E, NR) <med ¡Eg NR) < 
< med Ez , de donde el extremo superior de med (E¡NR) , es decir,med Ez, 


no es superior a medE2 ,quees loque queríamos demostrar. 


VI - Si Ej, Ez» e En son conjuntos medibles (acotados o no) , 
se tiene 
med (E, UE¿U ui UE) < med Ey + med E2+.... + med Ey, 


Dem. Basta considerar el caso de dos conjuntos Er , Ez . De 

(E, U Ez) NR=(E, NR) U (Ez NR) sigue 
med (E, Ú Ez) NR < med (E, N R) + med (Ez N R) < med E, + med Ez 3 
entonces, el extremo superior de med (E, U Ey) NR ,es decir med(E, U E) 


(*) Téngase presente que en los tres teoremas siguientes las medidas indicadas pueden, todas o 
algunas, ser infinitas. En el transcurso de las demostraciones se tendrá además en cuenta el he 
cho de que, también para los conjuntos E medibles y acotados, vale la propiedad med E = 
=extr, sup. med (ENR) , como es fácil demostrar. 
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no puede superar med E, + med Ez , que es lo que queríamos demostrar. 


'n Son conjuntos medibles (acotados o no ),, 


VI -Si Ey, Ez, ... E 

carentes dos a dos de puntos interiores en común, se tiene 
med (Ey UEgU ..... UE, ) = med Ey + med Ez +... + med E, .(3)” 

Dem. Basta considerar el caso de dos conjuntos Ez, Ez . Siéstos no tienen 

puntos interiores en común, tampoco los tendrán los dos conjuntos Er E 

Ey NR ; si tenemos además en cuenta que (Ej U Ey) NR= (E, NR UE2¿NR), 

se deduce 

med (Ey N R) + med (Ez N R) = med (E, UE) NR < med (E, U Ep) 

Ahora bien, al variar R el primer miembro describe un conjunto numérico qu 
yo extremo superior es med E, + med Ez , resultando, por tanto, med E; + 
+med Ez < med (E, U Ez). 

Por otra parte, será también (por el teor, precedente) med (E¡U Ez) < 
< med Er + med Ez , que junto con la anterior, proporciona la tesis. 

2 -PROCEDIMIENTO PARA EL CALCULO DE LA MEDIDA DE 
UN CONJUNTO. 

La definición de medida dada en el n? anterior no se presta para las aplicacio - 
nes prácticas; para tales aplicaciones es oportuno recurrir a una operación de pa- 
saje al límite, de la manera que ahora explicaremos. 

Ante todo demostremos el siguiente lema: 

I-Sea E un conjunto medible, acotado o no acotado. Su me- 
dida coincidirá con el extremo superior de las medidas de to 
dos los conjuntos cerrados, acotados y medibles contenidos 
en E 

Dem. Comencemos suponiendo que E esté acotado. Si E tiene medida nula, 


el teorema es evidente. Supongamos que E tenga medida positiva. Entonces, to 
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mado cualquier conjunto cerrado y medible C <E , se tendrá 
med C < med E. (1) 
Por otra parte, el conjunto E contiene puntos interiores y entonces , dado 
E >0 ,es posible, mediante una oportuna descomposición coordenada D de 
un intervalo R que contengaa E (véase Cap. XX, n%8 2,3), construir un nú- 
mero finito de intervalos Ri. Ro» Lo hages Ra formados todos por puntos interio- 
resde E , carentes dos a dos de puntos interiores en común, de modo de lo — 


m n 
grar que se cumpla ) med R; >medE-e ,osea, med(|) Rj)>medE-E + 
j=l j-=1 


El conjunto c* = Ú R; es un conjunto cerrado y medible contenido en E,que 

verifica ze 
med C* > medE- £ (2) 

Las (1) y (2) prueban que el número med E goza de las dos propiedades 
que son características del extremo superior del conjunto numérico descripto por 
med C. 

Pasemos al caso en que E noestásucotado, Para todo conjunto cerrado, acota 
do y medible C<SE , vale como antes la (1) . Fijado después arbitrariamen- 
te un número 1<medE y llamando k a cualquier número que verifique 1< 

< L <med E , existe sin duda un intervalo R tal que resulte cierta la 

med (E NR) >1, . Considerando después el conjunto medible y acotado ENR po 

demos, según la demostración precedente, asegurar que existe un conjunto cerra- 

do y medible C*E EMR tal que resulte med C” > med (EMB) - (1-1). Tal 
C* es un conjunto cerrado, acotado y medible, para el que resulta 

med C*> Ll, -( -1=1 6) 

Las (1) y (3) prueban, como antes, que med E es el extremo superior de 


med C ,quees lo que queríamos demostrar. 


Tras este resultado, dado el conjunto E medible, acotado o no; indicaremos 


XXV. -2 170 
fon [ca] una sucesión de conjuntos cerrados, acotados y me 
dibles contenidos en E que goce de las siguientes propiedades: 
loa) la sucesión [Cn ) es no decreciente , enel sentido que todo conjun- 
yo Cp de la misma está contenido en el sucesivo C,,y' ; 
(2) fijado arbitrariamente un conjunto cerrado y acotado C contenidoen E ,e 
kiste un oportuno conjunto C, de la sucesión que contiene a C 
Expresaremos brevemente estos dos hechos diciendo que la sucesión no de 
bEreciente 10] tiende al conjunto E y escribiremos 
lima = E 
*Vale el siguiente teorema: 
ll - Dados el conjunto medible E ,acotado 0 no, y una suce- 
pión [Cn ] no decreciente de conjuntos cerrados, acotados y 
medibles contenidos en E , si se verifica la condición 
Cp =E se tendrá también 
00 
lim med Cy = medE , (4) 
n—oo 
Pem. Puesto que C,<C,,, será med C, <med C,,¡ resultando no de — 
breciente la sucesión numérica descripta por med C, y, por ende, admitirá un 
Mmite. L (finito db +00) que cumplirá, para todo n , medC,<L . Debe- 
jnos probar que L=medE ,osea (teor. l) que L es el extremo superior del 
conjunto numérico 1 descripto por medC ,cuando C varíaen la totalidad 
tie los conjuntos cerrados, ocios y medibles, contenidos en E . Ahora, fija - 
do arbitrariamente C , existe por hipótesis un conjunto Cy, que lo contiene, re 
sultando enfonces med C <medC,<L osea 
med C <L e (5) 
Por otra parte, fijado arbitrariamente l<L ,de limmedC,=L sigue la e- 


no 


fistencia de un C, tal que resulta 
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med C, >1l (6) 
Las (5) y (6) muestran que L es efectivamente el extremo superior -de 


med C , que es lo que queríamos demostrar . 


Demos dos simples ejemplos de aplicación del teor. HI. Considérese, en el pla 
no xy el conjunto no acotado E definido por x>1 , 0<y <r (véate 


fig. 44). 
Y 


Fig. 44 


Tal conjunto es ciertamente medible porque toda intersección FENMR se com 
pone, como máximo, de dos segmentos y de un arco finito de la curva continua y= 
= — , de modo que área (FENR)=0 y, enconsecuencia, área FE=0 
Calculemos el área de E aplicando el teor. II 

Como sucesión [ Ch | de conjuntos cerrados, acotados y medibles, conteni - 
dosen E ,nodecreciente y que tienda al conjunto E  , podremos tomar la de 
los rectanguloides Cy [1<x<n » 0<y <=] . Se tendrá, entonces 

área E = lim área Cp = lim 35 lim (1-L)=1 

no no no. 

Si se hubiese considerado, en cambio, el conjunto no acotado E definido por 

xi. 0% <L asumiendo como Cy al rectanguloide Li <xE<n 


“0O<y<-—L-] , se habría obtenido 


XXV -3 

área E = lim área Cy = lim pese lim logn =+00 

Estos dos ejemplos constituyen casos particulares de un teorema general que ve. 
remos en el número sucesivo. 
3-INTEGRALES DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE GENERAL 

MENTE CONTINUAS Y NO NEGATIVAS. 

En los Caps. IX y XXI! hemos establecido el concepto de integral de una función 
continua (de una o más variables) extendida sobre un dominio medible y acotada, 
apoyadas en este concepto surgieron después, en los Caps. XXIII y XXIV las no 
ciones de integral curvilínea y de integral superficial . Queda por ver si tal con — 
cepto puede ser extendido a casos más generales, considerando funciones no ne 
cesariamente continuas y dominios medibles no necesariamente a 
cotados. 

Digamos ya que no es posible definir una integral para todas las funciones discm 
tinuas; es necesario limitarse a considerar alguna clase oportuna de tales funcio - 
nes. 

Comenzamos estudiando el problema para funciones de una variable , 
donde nos limitaremos a considerar la clase de las funciones general- 
mente continuas (véase Cap, VII, n% 3) ; más “aún, en-un primer momento 
supondremos que se trate de funciones no negativas reservándonos para el 
sucesivo n% 4 la tarea de examinar el caso de las funciones de signo variable. 

Sea A cualquier intervalo cerrado, acotado o no acotado del eje x, 
y sea f(x) una función no negativa y generalmente continua en A; 
esto significa, como ya se sabe,que en todo intervalo acotado contenido en A  e- 
xisten a lo sumo un número finito (eventualmente nulo)de puntos singulares. Nóte. 
se que el caso en que la f(x sea continua en A puede considerarse un caso 


particular del ahora estudiado; tal caso particular coincide con el analizado en el 


173 XXV -3 
Cap. IXsi A esacotado, y es un caso nuevo si A no está acota- 
do. 

En las hipótesis dadas, se ve inmediatamente que es posible construir un grupo 
de intervalos cerrados y acotados [ az,b] E [a9, ba] LA «+ [S» Pp ] ,[nffinito) > 
24 ] , carentes dos a dos de puntos comunes, todos contenidos en A y tales 
de no contener ningún punto singular de f(x) . En efecto, si A esacotado y 
es A= [0e, [7 ] , y si para fijar las ideas suponemos que sean singulares para 


f(x) elextremo o£ y dos puntos interiores E 152 (véase fig. 45), puede a- 


Fig. 45 


sumirse por ejemplo [ a,b, ] de modo que sea o < a<b<E¡ , [ a2,b ] , 
de modo que sea 5/¡<22<b,<Bo y [23-b3] tal de tenerse E7<ag <bg =- 


= Q .Si Anoestá acotado, por ejemplo si A= [ X, +00 ] (véase fig. 46), bas 
1 


€ 


fp A SS — 
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ta fijar cualquier intervalo A' acotado contenido en A y efectuar después, so- 
bre A' , una construcción del tipo precedente. 

La unión de los citados intervalos [81 b,] 7 [23,02] des [ An bp] es. en 
todos los casos un dominio acotado y medible T deleje x , que está conteni— 
doen A y que no contiene puntos singulares de la f(x) . Por lo tanto la f(x) 
es continua en T y podemos designar a T comoun dominio acotado y 
medible de continuidad para f(x) , contenidoen A , Es evidente que 
dominios como los del tipo T se pueden construir infinitos; indicaremos con q 
a la familia por todos ellos formada, Es también evidente que, siendo f(x) con— 
tinua en cada T de lafamilia Q  , resulta perfectamente determinada, para 


cada T ,laintegral de la f(x) extendida sobre el dominio T 


bi ba Pn 
00 > [160 ax > [100 0% + OS Si [100 ax e (1) 
T 1 3 An 


que es un número no negativo (que representa el área de la unión de los rectangu me 
loides sombreada de las figuras 45 y 46). Al variar T enla familia $ A 
la integral (1) describe un conjunto de números no negativos. 

Dicho esto, resulta claro que deseando atribuir algún significado a la integral ex 
tendida sobre A dela f(x) generalmente continua y no negativa, de modo que 
continúen valiendo las conocidas propiedades de las integrales de funciones conti - 
nuas sobre intervalos acotados / y en particular la referente al caso dé que si 


fx) > 0 ,de T, ST, sigue f,10 dx < f 10 dx _/ , debemos necesaria- 
mente considerar a la integral (1) EA un ora praniadds por defecto de la 
nueva integral que buscamos definir. 

Esta consideración nos induce a definir la integral de la función ge 


neralmente continua y no negativa f(x) extendida sobre el in- 


tervalo cerrado A (acotado o no), como el extremo supe — 


rior (no negativo, finito o +00) del conjunto numérico E 
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descripto por f, 100 ax donde T designa cualquier dominio a- 
cotado y medible de continuidad para f(x) ,contenido en A , 
(en el Jasso antes indi cado). Tal integral será indicada con el símbolo  sooax 
of 160) ax, fu fx) ax, foo. foo según el tipo del intervalo A 
A toda función f(x) generalmente con 
tinua y no negativa en un intervalo A cerrado, acotado o no, 


admite siempre una integral $ 160 ax , pudiendo el valor de 
A 


ésta () ser un número finito o +00. 


Para el cálculo práctico de f f(x) dx no conviene aplicar la definición prece - 
dente, sino valerse más bien de una operación de pasaje al límite, del modo que ex 
plicaremos a continuación. 

Observemos en primer lugar que, tomando cualquier dominio T de la familia 

$ , existe siempre en q  oOtrodominio T' que lo contiene; por ejemplo, re- 
firiéndonos a la fig. 45 basta trasladar el punto a, hacia la izquierda (mantenién 
dolo a la derecha de x ) para pasar del T alí considerado a un nuevo T! que 
contengaa T , Podemos, por lo tanto, construir, de infinitas maneras distin — 
ias, una sucesión no decreciente Í n | de dominios de la familia $ a 


en el sentido que T¡ST¿S..... AA 


Observemos, además, que indicando con N al conjunto constituido por todos 
los puntos singulares de la f(x) que caenen A e , todo dominio T de la fa - 


milia «Q está contenidoen A-—N . Diremos que la sucesión no decre- 


Mobservemos e la definición ahora dada no está en contradicción con la del Cap. IX. relativa 
a la integral 1 fix) dx con f(x) continua. En efecto; el lector demostrará sin dificultad que, 
si f(x) es continua y no negativa en [a,b] , la integral £ 160) dx — es igual al extremo su 


perior del conjunto numérico descripto por Ga f(x) dx , donde Tes cualquier grupo de in 
tervalos (finito en número, carentes dos a de de puntos comas) contenidos en [a,b] 


(*) Tal conjunto N carece de puntos de acumulación, o sea, está constituido totalmente — por 
puntos aislados. 
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ciente Í Tn ) de dominios de la familia q tiene por lími - 
te a A-N cuando, fijado arbitrariamente un conjunto cerrado y acotado C con 
tenidoen A -N (en particular, un dominio T de la familia Y ), existe un 

4 
dominio T, de la sucesión que contiene a C ;para expresar este concepto u - 
saremos la notación Min, Tp =A -N . Es fácil convencerse, examinando las 
fig. 45 y 46, de la posibilidad de construir tales sucesiones Í Tn J 
Tras esto, podemos demostrar el siguiente teorema: 

I-Sea f(x) una función generalmenté continua y no negativa 
en un intervalo cerrado dado A , acotado o no acotado, y se- 
a N el conjunto de sus puntos singulares. Haremos ver que, 
para toda sucesión no decreciente ¡Ta j de dominios acota- 
dos y medibles de continuidad para f(x) contenidos en A ,tal 


que sea lim T, =A-N ,resulta 


n—oo 
lim (ft) ax= [100 az (0) 
m0 Jo da 

Dem. Del hecho que T, S Tpy1 Sigue Siro ax < for ax , osea que la 


n n+1 
sucesión de números no negativos ( [ES dx ] no es decreciente, por lo que 
T 
n 


admitirá límite L>0 ,finito o +00 , siendo para todo n , f so0ax <Lh. 

Se trata de probar que L= $100 dx ,esdecir, que L esel da supe '— 

rior del conjunto numérico 1 PP. por f,1 dx cuando T varíaen la 

familia Q . Y, enefecto, fijado arbitrariamente T , existirá por hipótesis mn 
T, que lo contiene, de lo que resultará Bs dx < fo dx< L ,osea 

$ 10 ax <L , (para todo 0. (3) 

En segundo lugar, PES l<L ,de lim f(x) dx= L sigue la «existencia 


n—oe Ye 


deun T, (es decir, un T particular de la familia ¿Y ) para el que se tendrá 


f £6) dx >1 “4 
T, 


Las (3) y (4 señalan precisamente que L goza de las dos propiedades ca 
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racterísticas del extremo superior del conjunto numérico 1 ,quees lo que que- 


ríamos demostrar. 


Nos conviene también dar una extensión de este teor. I ,que nos será útil en lo 
que sigue, 

Los dominios de la sucesión MER ? considerada en el teor. 1 no debían te - 
ner puntos comunes con N ;ahora bien, lo afirmado por el teorema 
mantiene su validez si a N se lo' sustituye por cualquier 
conjunto N' , carente de puntos de acumulación, conteni— 
do en A y que contenga a N ., Enotras palabras: al aplicar el teor, 1 
no nos debemos preocupar sien N se hayan incluido puntos que no sean singu— 
lares para la función; basta que N carezca de puntos de acumulación y que con- 
tenga todos los puntos singulares. Precisamente, se tiene el teorema: 
l'-Sea f(x) una función generalmente continua y no negativa 
en un determinado intervalo cerrado A , Acotado o no, y 
sea N' cualquier conjunto carente de puntos de acumula — 
ción, contenido en A y que contenga todos los puntos sin— 
gulares de f(x) (es decir, N'2N ). Entonces, tomada 
arbitrariamente una sucesión no decreciente br ] de domi- 
nios acotados y medibles, contenidos en A-N' / y por ende, 
de continuidad para 1) 7 de modo que sea A -N' ,re 
sulta 

lim | f(x) dx = [10 a 5 (5) 
n—o Jyi 
Dem. El límite indicado en (5) Sist ciertamente (finito o + 00 ) puesto que 
la sucesión [foo ax | es no decreciente; y será indicado con L' 
n 


Cualquier Tp pertenece a la familia $ ;de ahí que f f(x) dx < fro dx, 
TA 'A 
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y, Pasando al límite para n—-oo, 
L'< f £(x) dx a (6) 
A 
Por otra parte, fijados arbitrariamente dos números 1 , 1, demodo que 
sea 
1<ky < | 109 6x A 
'A 
existirá en un T talque sea 
f 109 dx > L, , m 
Tal T puede contener a lo sumo un número finito de puntos del conjunto  N! 
pudiéndose, por lo tanto, construiren T undominio U queno tenga puntos 


comunes con N' cuya medida verifique (siendo M>0 el máximo de f(x) en 
Di 

dll 
med U > medT e 


El dominio T queda descompuesto en el dominio U yen otro dominio U' y 


se tiene 


fro dx = [1 dx - [so dx > fro dx - M med U' = 
U E U" 


- | 16 6: 10 mes 7 mos 0 > [reo a -M 
T 7 


o sea, 


[100 ax > frio ax a, -0 > (8) 
U UY 
Puesto que UCA-N' , existe un Tr que contiene a U ; teniéndose 


[10 dx < 10 dx y, en consecuencia 
U T> 


[100 <L ; (9) 
De (7), (8) y (9) sigue 


(*) Podemos suponer M>0 , excluyendo el caso en que f(x) sea idénticamente nula o en el 
que la (5) es evidente. 
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1 1 [169 ax 19 < foo ax < 1: 5 
entonces, todo número 1 menor que f 100 ax resulta menor que L' , lo 
que sólo puede suceder si sa 

[60 dx < L' 
'A 


Esta relación, junto a la (6) , proporciona la (5) , que es lo que queríamos 


demostrar. 


Demos ahora el significado geométrico de la integral [10 dx, 
que recién hemos definido . En el plano xy consideremos el conjunto U lugar 
de todos los puntos (x,y) que verifican 

x€A-N R 0 <y <t(x) > (10) 

“Tal conjunto U será llamado un rectanguloide generalizado , que 

podrá ser acotado o no acotado, (este último caso se presentará tanto si A esa 


cotado y f(x) no está acotado, como si A noes acotado, véase fig, 47). Exten= 


diendo el teor, I del Cap. XX, n? 5, tenemos el siguiente teorema: 

IU -En las hipótesis dadas para f(x) ,el rectanguloide genera 
lizado U que le corresponde, es un conjunto medible del pla 
no y se tiene 


área U = US UE (11) 
A 
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Dem. Comencemos a probar que U es medible. La FU está constituida 
por los puntos del intervalo A deleje x  , de eventuales segmentos paralelos 
aleje y con origen en los extremos de A (si existen y no son singulares), de 
los puntos de la curva y=f(x) con xeA-N y, por último, de los puntos si 
tuados sobre las rectas rg paralelas aleje y que nacen en los puntos E del 
conjunto N (si existen puntos singulares). Por lo tanto, tomado en el plano unin 
tervalo arbitrario R , laintersección FU MR se compone, a lo sumo, de 
un número finito de segmentos (de área nula), de un número finito de conjuntos 
de puntos situados sobre las citadas rectas rg (de área nula) y de un conjun — 
to (acotado) E de puntos situados sobre la curva y=f(x) con xeA-N., 
Probemos que también este último conjunto E tiene área 
nula . El hecho es evidente si R no tiene puntos en común con ninguna recta 
Y É  , Puesto que en este caso el conjunto E pertenece al diagrama de la f(x) 
relativo a un intervalo cerrado, en el qe 
la f(x) es continua y nosotros ya sabe 
mos que un diagrama de este tipo tiene 4 
rea nula, Supongamos, en cambio, que R 
tenga puntos comunes con ciertas rec — 
tas r y (necesariamente con un núme- 


ro finito de ellas) y, para fijar las ideas, 


supongamos que esté atravesado por una 
sola recta  r E (fig. 48) . Llamando con h ala alturade R y fijando arbi — 
trariamente £ > 0 ,tracemos las rectas x= 5- + x=E+ + que, 
suponiendo e suficientemente pequeño, descompone a R en tres rectángulos 
R,, Ro, R3 . 


Los conjuntos E NR, , E NRg se encuentran en las condiciones del ca— 
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so antes considerado y tienen, entonces, área nula; se podrá, por lo tanto, (efec- 
tuando oportunas descomposiciones coordenadas de Ry, y Rg) recubrir tanto u 
no como otro con un número finito de rectángulos de área total menor que = 
Efectuando además una descomposición coordenada de Ry , los rectángulos de 
la misma que tienen puntos en común con E fM R, tienen ciertamente un área 
total no superior a 2 =p» = - . Entonces, todo el conjunto E queda re- 
cubierto por un número finito de rectángulos cuya área total es menor que 4 + 
+ ++ += € ¡eso prueba que medE=0., 

Queda así establecido que, para todo R ,elconjunto FU(R tiene área 
nula, de donde área FU=0,0seaque U es medible, 

Yendo ahora a calcular el área de U nos valdremos del teor. 11 del n* pre- 
cedente, Con tal motivo comencemos fijando sobre el eje x una sucesión E | 
como en el enunciado del teorema 1 ya cada Ta hagám>sle corresponder el 
conjunto U, del plano xy que está definido por 

x eT, , 0<y<fm . (12) 

Resulta claro que Uy es la unión de un número finito de rectanguloides relati 

vos a la función f(x) que tienen por base los distintos intervalos cerrados y aco. 


tados que componen T, yen los que la f(x) es continua, Por lo tanto, cada 


Un es un conjunto cerrado y acotado, contenido en U ; además es medible, con 


área U, = foo ax » (13) 
n 
De Tn S Tn+1 Sigue Un SUn+] >» y entonces, la sucesión Un 


es no decreciente, Hagamos ver que también se tiene lim U =U ,os8 
n—o0 

a que, tomado arbitrariamente un conjunto cerrado y acotado C contenido en U, 

existe un U, que lo contiene. 


En efecto; recordando la definición (10) de U  , resulta claro que para los 


puntos (x,y) de C setiene x €A-N ;por lo tanto C no puede tener 
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puntos en común con las rectas r g y, entonces, su proyección Cy sobre el 
eje x esun conjunto cerrado y acotado(*) que no contiene ningún punto singular 
de la f(x) . Sigue así que todo punto singular E tiene distancia positivade GC, 
de donde C, está contenido en un oportuno dominio T , acotado y medible, de 
continuidad para f(x). Por hipótesis existe un Ty que contiene a T y, por 
ende, a Cx y entonces se ve inmediatamente que C está contenido en el con- 
junto u, que corresponde a T, ¡en efecto, todo punto (x,y) e C. verifica 
la xeT, (puesto que Cy STy ) yla 0<y< f(x) (puesto que C SU) 
y entonces, por la (12) , pertenece a U, . Queda así demostrado que cl us 
=U 

La sucesión [ Un ) verifica, en relación al conjunto U , todas las hipótesis 
del teor. II del n% precedente, y, en consecuencia, se tiene área U = oieR 
o sea, por la (13): 

frea U = lim feo dx; 


n—oo 


n 

de aquí, teniendo en cuenta el teor, 1, sigue área U= l f(x) dx ,quees lo que 
A 

queríamos demostrar. 


Demos ahora algunos ejemplos de cálculos de integrales de funciones f(x) Lee 
neralmente continuas y no negativas_/ por medio del teor. 1 , señalando el signifi- 
cado geométrico de las mismas, 


Ejemplo 19) La función y= —__= es generalmente continua y positiva 


1 -x2 
en [-1,1] , con los dos puntos singulares -1, 1 ;entonces el conjunto A-N 
es el intervalo abierto  (-1,1). 


Como sucesión ( Da ) no decreciente y tendiente a A-N podemos tomar la 


(*) Dejamos al lector la tarea de probar que la proyección de un conjunto cerrado y acotado, es 
también 'un conjunto cerrado y acotado. 
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sucesión de los intervalos l a+ a » 1- sx ] , (véase fig. 49). Se tiene 
Ta 


=lim =lim [  arcsen (1- >») - arc sen(-1+—5] = 


[5 ere da 


= arc sen 1 — arc sen (-1)= * 


El rectanguloide generalizado sombreado en la fig. 49 es un conjunto no acota — 


Fig. 49 


do que tiene área finita iguala * . 

Ejemplo 20) La función y= == es generalmente continua y positiva en 
e 

[ 0,1] ,conelorigen 0 como único punto singular; el conjunto A-N es el 


intervalo semiabierto (0,1] . Como sucesión Í o; ] no decreciente y tendien 


tea A-N podemos tomar-la sucesión y 
de los intervalos [ =, 1] , (véasefy. 


50). Se tiene, entonces, 


1 1 
ZE. lim de = 
o Xy "o pez 
ñ 


= liml toga- e*) 1 
n—oo A 


-1 
1-e 
= lim =+00 , 
AE dE + 


El rectanguloide generalizado som bre 


ado en fig. 50 es, entonces, un conjunto 
no acotado que tiene área infinita, 
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Ejemplo 30) La función y= es continua y positiva en [ - co, + 00]; 
1+x 


como no existen puntos singulares, el conjunto A-N coincide con Í[-oe ,+ed , 


Ta 
Fig.51 


Como sucesión (Tn ) no decreciente y tendiente a [ -o , +oo0] podemos to — 


mar la sucesión de los intervalos [ -n, n] (véase fig. 51). Se tiene 


0 ln 
X-—-lim dx =lim[ arc tg n -arc tg (-n)] = "a. 
140 e 1+x2 n-. 

00 


El rectanguloide generalizado sombreado en fig. 51 es un conjunto no acotado que 
tiene área finita iguala * . 
Ejemplo 4%) Propongámonos el cálculo de la siguiente integral 


xg+h 
dx 


f q -xp]* 
20 

donde x( es cualquier punto del eje x y h, a dos números positivos. Lafun 
ción a integrar es generalmente continua 
y positiva en Í Xy 7h, xo +h] , conel 
úínico punto singular xq . El conjunto 
A-N coincide con la unión de dos inter- 
valos semiabiertos [ x¿-h, Xo), ().X(h] 


y, como sucesión LE ) no decrecien- 
te y tendiente a A-N podemos tomar kk 
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de los pares de intervalos xo -h, Xp == A [ Xp + + , Xp + h] (véase 
fig. 52). Se tiene 
xp+h xo xg+h h 
A ft > fr . 
lago SS 90 («-xp) t 
xqh xqh xo+h 
1-a 
2 os) 
ds a m7 Isi a <1] 
= lim = 
n-00 +00 Isi a> 1 
2 log (h n) - [sia=1) 


El rectanguloide generalizado de la fig. 52 es un conjunto no acotado que tiene 
Área finita si a < 1 ;tiene, en cambio, área infinita si a > 1. 
Ejemplo 5%) Calculemos ahora la integral 
¿oo 


E 
(xp) 1 


Xg+h 
0 
donde Xg es un punto cualquiera deleje x y h,a  dosnúmeros positivos, 


La función a integrar es continua y positiva en [ Xy+h, + 00] y asumiendo 
n>h , T,* [Xg+h, X¿Hn ] (véase fig. 


53), se encuentra 


+00 +n 
4 -lim dx = 
xp "7% ) xp 
Xeh Ñ xy+h 
= li LL - o Fo ET] E 
Li ¿a PT: 
Fig. 53 
l-a_,1-a 
a (ia 1 
E +00 (si a <1) 
= = a-l 
> (si a > 1) 
log $ (sia =1) 9 


El rectanguloide generalizado de fig. 53 es, entonces, un conjunto no acotado 


que tiene área infinita si a £ 1 , yáreafinitasi a >1 . Nótese que son 


casos particulares de este resultado los dos ejemplos dados al final del n0 prece— 
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dente. 
yh 
dx 
El lector puede estudiar análogamente la integral fE y llegará a 
pa? 
la misma conclusión. eo 


Ejemplo 6% Considerada la función e * en l0, +00], se tiene 
n 


+00 
foam e*dx=lim (1-e*)=1 
0 n-o yy no 


Oservación: En todos estos ejemplos hemos elegido siempre la sucesión (1) 


del modo más simple posible, Es importante observar que, para cualquier otra e 


lección de los Tp se habría siempre obtenido el mismo resultado, tal como lo 


asegura el teor. I, Así, en el ejemplo 1%) podría haberse asumido 


e + > ; en el ejemplo 3%) se podría poner 
n 
Tn =[-(ogn)? , n 7] ,ete., etc. 


4 -INTEGRALES DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE, GENE - 
RALMENTE CONTINUAS Y DE SIGNO CUALQUIERA. 


Sea f(x) una función real y generalmente continua en un intervalo cerrado A 
acotado o no, y no hagamos ninguna hipótesis sobre el signo de los valores que e- 
lla asume. 

Tal función podrá siempre considerarse como diferencia de dos funciones gene- 


ralmente continuas y no negativas, Por ejemplo, poniendo: 


- Hepl + £60) - 1£69 1-10) 
1,6) z »  La()= n] 
se tiene, evidentemente 
£009>0 , £200) > 0 , £(x) =£,00) -fo(x) 
Las f(x) , fo(x) son todavía generalmente continuas, ya que cada punto de 
continuidad para la f(x) loes también para |f(x) | y, por ende, para Le, 
La(x). 


Sin embargo, un punto singular de f(x) noes necesariamente un punto singu- 
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x-1 para x<0 
lar para 1) opara fo(x) ;por ejemplo la f(x)= tiene 
x para x20 
0 para x<0 
el punto singular x=0 ; perola f,(x)= no lo tiene más. 
x para x>0 
Por lo tanto, si N, y N¿ son los conjuntos de los puntos singulares de £,0, 
y fa(x) , solo puede afirmarse que 
N, SN A Nz SN A (1) 
Notemos que en los puntos donde se tiene f(x) >0 resulta 1,6) =1(), 


£2(x) =0 y que, en los puntos donde es f(x) <0 , resulta £, (x)=0 » Lo00=-4(). 


Sigue, entonces, que el gráfico de la 1,00 se obtiene del de la f(x) dejando in 


lb 


y=£00 


1 1 

1 
j 1 

1 
y ' 
4 1 
1 ' 
1 1 
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alteradas las partes que están sobre el eje x y concenirando en dicho eje las par 
tes que están debajo del mismo; mientras que el gráfico de la L,0) se obtiene 
del de la f(x) transformando con una simetría respecto del eje x las partes 
que están por debajo del eje x y aplastando sobre tal eje las partes que están so 
bre él (véase fig. 54). 

Cada una de las funciones no negativas 1,6) » f(x) aceptan integral (finita 
O +00) extendida sobre A (según la definición del n* precedente) y es eviden- 
te que fa (x) dx representa el área del rectanguloide generalizado U, quees 
tá por Ed del eje x (definido por x€A-N , 0< ys 1,001 y que la in- 
tegral S, fo(x) dx representa el área del rectanguloide generalizado Uz que 
está por debajo del eje x [definido por xEA-N, ES y<s07 (véase fig . 
54). 

Ahora, queriendo dar un significado a la integral fio dx y siempre con el 
criterio de mantener las propiedades corrientes de la integral (por ejemplo la pro 
piedad distributiva) sería perfectamente natural poner la siguiente definición: 

f 10 dx = fue ax - $ 1200 dy. o 
A 'A A 

Sin embargo, esta definición no es aceptable siempre; precisamente deja de ser. 
lo si las dos integrales del segundo miembro valen (ambas) + oo , en cuyo ca- 
so el segundo miembro de (2) tomaría la forma indeterminada 00 - oo , Dare- 
mos, entonces, la definición del siguiente modo, 

Se dirá que la f(x) es integrable en el intervalo A si por lo 
menos una de las dos integrales f £,6%) Lo EN S 1300 dx tiene 
valor finito; en ese caso vaes su al según la fór 
mula (2) , entendiendo que se atribuirá al segundo miem — 
bro el valor +o0 si $ f¡(x) dx=+00 y f s200 dx toma un valor 

'A 


A 
finito, mientras le adjudicaremos el valor - oo si fa (x) dx 
'A 


189 XXV -4 
es un valor finito y S 1300 4x==.0o y 

En otras palabras, la f(x) rada considerada integrable en A cuando al me- 
nos uno de los dos rectanguloides generalizados U¡ , Uz tiene área finita; en 
ese caso su integral representa la diferencia entre el área de U y el área de 
Uz (diferencia que puede ser finita, + 00 o -00). 

En cambio, en el caso en que tanto U¡ como U, tienen á- 
rea infinita, la integral [10 ax carece de sentido0), 

La nueva definición no outils la dada en el número precedente puesto que si 
f(x) > 0 setendrá fj(x)=f(x) , fo(x)=0 yla (2) proporciona para la inte 
gral $100 sx (en el nuevo significado) el valor S100 ax -o= fico dx (en 
el viejo significado). Obsérvese también que si f(x)< 0 , resultando £,0) =0, 
fo(x) = f(x) , la (2) proporciona fío a=- fi H(x)] dx. 

Se extiende inmediatamente el teor. 1 dal no ceci: 

I-Sea f(x) una función real y generalmente continua en un in 
tervalo cerrado A dado, acotado o no acotado, y sea N el 
conjunto de sus puntos singulares. Si la f(x) es integrable 
en A entonces, fijada arbitrariamente una sucesión no de - 
creciente (7, ) de dominios acotados y medibles de conti - 


nuidad para f(x) ,contenidos en A , de modo que sea 


lim T, TA =5N , resulta 
n—oo 


A 


lim $100 dx= fro dx (3) 
noo Ly 

n 
Dem. En virtud de la (1) yelteor. I' del nm precedente, es lícito adoptar pa» 


(*) Naturalmente, nada impide en este caso idear alguna otra definición y sobre esto volvere — 
mos en el n% 10, Veremos que, siempre en este caso, pueden formularse infinitas definicio — 
nes distintas que, sin embargo, confieren distintos valores a la integral; además, condichas de 
finiciones suele desnaturalizarse el concepto de integral, puesto que al aplicarlas dejan de va— 
ler algunas propiedades clásicas. Por eso es que se habla de integrales impropias, las 
que también son usadas a menudo en las aplicaciones. 
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ra fi(x) , fo(x) elconjunto N en lugar de N » Ng¿ yescribir 
lim f1,0 dx = $10. O EE Sra dx = f 1200 dx 
neo Jl la A PR 


Como, por hipótesis, uno al menos de estos dos límites es finito, podemos aplicar 

el teorema sobre el límite de una diferencia que da: lim. feo dx fia 
-f1, (x) dx L2(x) dx  ;por otra parte, gracias a la propiedad distributiva de 

a de las funciones continuas sobre dominios acotados se tiene 

[10 dx - fio dx = 10 1,6) -£26x)] dx= fro ax 

Entonces, lim, feo dx = fa dx - fía dx que, por la (2), equivale 
ala (3) , que es lo que queríamos demostrar. 

Al aplicar este teorema es necesario tener bien presente 
que se requiere saber previamente si la f(x) es integrable 
en A  , Solamente en el caso de funciones no negativas (o no positivas) tal inte. 
grabilidad está determinada a priori y entonces para tales funciones se pue— 
de usar sin más la (3) con una elección arbitraria de la sucesión Tn * 

En el caso de las funciones de signo variable, la (3) puede aplicarse solamen- 
te tras haber reconocido de algún modo que la f(x) es integrable; en otras pala — 
bras, si para una f(x) de signo variable se aplicare inmediatamente la (3), w- 
tilizando una cierta sucesión ( Ta ) y se encontrase que el límite indicado existe, 
no se podría de ninguna manera aceptar que el límite hallado es el valor de la inte- 
gral puesto que, sila f(x) no fuese integrable, usando otras sucesiones EN ] 
se pueden encontrar límites distintos del precedente. 

Es también evidente que también vale el teorema análogo al teor. 1' del n% pre- 
cedente, es decir: 

-Sea f(x) una función real y generalmente continua en un in 
tervalo cerrado A dado, acotado o no acotado, y sea N' 


cualquier conjunto carente de puntos de acumulación, conteni 


AA € 
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do en A y oque contenga todos los puntos singulares de f(x) 
les decir N'2N/. Si la f(x) es integrable en A , fijada ar 
bitrariamente una sucesión no decreciente PEE ]) de dominios 
acotados y medibles, contenidos en A-N' /'por ende de conti- 
nuidad para f(x) / de modo que sea lim Th =A-N' , resulta 
Lim (f(x) dx = f 100 ax 
n—oo Ta A 
Demos ahora algunos ejemplos relativos a lo que ha sido dicho en este n', 
Ejemplo 19) La función y=logx es generalmente continua en [0,11] con el 
único punto singular 0 , yen dicho intervalo es £ 0 , por lo que sin duda será 


integrable, Elijamos (70) =[ +11 y tendremos 


1 1 1 1+logn 
fe xa= tim log x dx =liml x logx -x ]= lim [-1+ ——3=-1, 
n—o0 n—0 1 n—o n 
0 1 ñ 


Ejemplo 2% La función y=e* senx es continua [ 0, +00] y cambia infini 


tas veces de signo (véase fig. 55) . Probaremos que es integrable, haciendo ver 


y 


que tanto UU como Uz tienen área finita. Si consideramos el conjunto simétrico 


trico de U¿ respecto deleje x  , se ve inmediatamente que área N + 
+ área U, es ciertamente menor que el área del rectanguloide generalizado [x> 
30 >, VETE e* ] , es decir, menor que 1 (ver no precedente, ej. 6). Es 


tablecida asf la integrabilidad de e *senx enl 0, +00] , podemos aplicar 


la (3) asumiendo, por ejemplo, YE =lo, n] ; se encuentra de ese modo 
Hon 
x R x : LR: » 
f+ senx dx=lim |] e senxdx=lim[-— e (cosx+senx) ], = 
0 ne y nM—<o 2 0 
ln 1 o. 1 1 
=lim [-5 e (cos n + sen mn) + 7]= 3 É 


número que representa la diferencia área U, - Area Uz . 
Ejemplo 32) Considérese en [ 0, +00] la función definida por (ver fig. 56) 


e* sen x AS ON E A A A E 


10) = 


e* senx en [x, 2 ¿20 RN y MIR ER 


tal función es continua y cambia infinitas veces de signo. La f(x) es integrable 


£ 
Y4 Ager 


Fig.56 


en [ 0, +00] porque el rectanguloide generalizado Uz es el mismo del ejem- 


plo precedente y tiene, por lo tanto, área finita. Por el contrario, U, tiene 4— 


Eb 


rea infinita; basta observar que, fijado arbitrariamente un entero positivo n ,re 


sulta 
(20+1) 10 lar 
'S 
1 u 
área U, >| e* senxdx= [ 3 e* (sen x - cos x)] = +1 da, enn 
20 se 2nx 


y que este número puede hacerse tan grande como se quiera, con tomar n sufi - 


cientemente grande. Tendremos, entonces 
+00 


[ro« = +00 
0 
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Ejemplo 4%) La función y= es continua en [ 0, +00] (ver fig. 57); pe- 


ro no es integrable en dicho intervalo. En efecto; para todo entero positivo n ,el 


Fig.57 
rectanguloide generalizado U contiene los n  rectanguloides Y! 2kr< x < 
<(keyr , ys E] , (k=0,1,...,n-1) carentes dos a dos de 


puntos en común. En Ve está además contenido este otro rectanguloide 


Wi [2kr + E<x< a+ ; 0%5y < 23] , Por lo que puede 
cribirse 
5e 
2k1e+ 
n-1 n-1 pa 1 
área U, > > área We=» z dx 
k= = x 
2 r+ 
pero en el intervalo indicado se tiene sen x > + , XS(k+)xN y entonces 
sen_X 1 1 
A > 3D > HEDA > de modo que resulta : 
UE! del al Dti 1 
> o E 1 
área Uy e DA e ade dl . (4) 


Un razonamiento del todo análogo muestra que 


1h e 
área U, > E [=> sy + E ar + D.0 
21) E k=1 
Recordemos ahora (véase Cap. V, n” 1) que la serie armónica 1+L+ F+.. 
me EE + AA es divergente; de ahí que tomando n suficientemente grande, 
su suma parcial 1+ + de osa E puede asumir valores tan grandes como 


XXV -5 194 


se quiera, Teniendo en cuenta esto, de la (4) y (5) sigue obviamente área A 


A integrable en 


+00 
sen Xx 
Xx 


=+00 , área ld e9  , por lo que la función 

[o , + 00]. Entonces, con las definiciones dadas, la integral [ dx 

carece de sentido (véase, más adelante, el no 10). 

5 -INTEGRALES DE FUNCIONES GENERALMENTE CONTINUAS 
DE VARIAS VARIABLES. 

Las definiciones dadas en los n%8 3, 4 para funciones de una variable, se ex- 
tienden fácilmente al caso de funciones de varias variables. Es necesario, sin em 
bargo, precisar qué debe entenderse por funciones generalmente conti- 
nuas de varias variables , Se ve inmediatamente que no conviene mante - 
ner la misma definición dada para funciones de una variable, es decir, prescribir 
que la función deba tener a lo sumo un número finito de puntos singulares en todo 
dominio acotado, porque inclusive en las aplicaciones más comunes, se encuen — 
tran funciones de dos variables que tienen como singulares a todos los puntos de w 


, log (1. + x? 397 y funciones de tres variables 


na línea (ejemplos: 


que tienen como singulares a todos los puntos de una superficie / ejemplos: 


1 


er log (c+ y +2)/ 


Adoptaremos, por lo tanto, esta nueva definición: diremos que la función £(P)= 
= 1, Xgr +...» Xp) es generalmente continua en el dominio me- 


dible A , acotado o no, del espacio S, cuando sus puntos singula - 


res contenidos en A  constituyen'un conjunto N cerrado y de medida nu 


la ,¡Entonces, la  f(P) resulta continua en el conjunto . A-N |, que evidentemen 


te no es vacío, El conjunto N será designado el conjunto singular de la 


> 
a. 

(Vesta definición puede también adoptarse en el caso “Y=1 ",'es decír, para funciones de: una 
variable, Eso nos llevaría a considerar una clase de funciones f(x) más general que la consi- 
derada en los n98 3 y 4 ; por ejemplo, la función (que tiene los infinitos púntos sin- 


uE 
sen 


Pp SA 


a a SS 
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Por ejemplo, la función 


2 es generalmente continua en todo el plano y 


el conjunto singular N coincide con la recta x+y=0 ;la función log (1 — 


e - y? ) es generalmente continua en el círculo que tiene centro en el origen y 


radio 1 ,y N coincide con la circunferencia x?2 +y?= ¿AO la función 


+ es generalmente continua en todo el espacio y N coincide 
x + yó-zó- 


con el hiperboloide x?2+ y? -2? 


=1 ; la función log (x + y +Z) es general — 
mente continua en el semiplano x+y+Z 7 0 y N coincide con el plano x + 


+y+z=0 ; la función 


Ep ay? es generalmente continua en todo el plano 
y N está constituido solamente por el origen. 

Observemos que si f(P) es generalmente continua en A ,.existenen A do 
minios T , acotados y medibles, de continuidad para la f(P) . En efecto; fija 
do un punto Po EA-N  , tal punto tendrá distancia positiva del conjunto cerra— 
do N  yexistirá sin duda un dominio circular de centro Po que no tenga pun — 
tos comunes con N ;entonces, la clausura del conjunto abierto constituido por 
los puntos interiores de la intersección A MC. proporciona un dominio T a-— 
cotado y medible que está contenido en A-N yes, por lo tanto, de continuidad 
para la f(P). Nótese que T contiene el punto P ,de modo que con los 
citados dominios T puede captarse cualquier punto.de A-N, 

Indicaremos con $ ala familia de todos los dominios acotados y medibles T 


de continuidad para f(P). (es decir, contenidos.en . A-N .); en cada uno de es— 


tos dominios la f(P) es continua y puede, por tanto, considerarse. la. integral 


gulares 0 y 1 con k entero) es generalmente continua según esta nueva definición y 


no lo es según la anterior, La teoría de la integración que estamos exponiendo continúa valiendo 
para las f(x) generalmente continuas'según este nuevo significado, pero para las aplicaciones 
resulta ciertamente suficiente el significado precedente. Por lo tanto adoptaremos la 
nueva (definición solamente pare las funciones de dosto másivabiablés. 
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Ya resulta claro, entonces, cómo se pueden formular definiciones y dar teore— 
mas análogos a los de los n0%8 3, 4; haremos una rápida exposición de los mis - 
mos, omitiendo las demostraciones, que son análogas a las de los n%* citados. 

Supongamos, al comienzo, que la f(P) , generalmente continua en A , sea 
no negativa . Llamaremos integral de la f(P) extendida al do- 
minio A Ly la indicaremos con el símbolo corriente [50 dT ,o tam-— 
bién, f f gr + Xp) dx dx des ax, 7 al extremo superior (finito o +00) 
del cofocis numérico descripto por fi f(P) dT cuando T varíaenla familia 

o. 

Valen teoremas análogos a los teor. 1 y I' del n? 3; no los enunciaremos por= 
que serían casos particulares de los sucesivos teoremas II y II', Vale también 
un teorema análogo al teor. II deln? 3; nos limitaremos a considerar el único 
caso interesante, es decir, el caso de las funciones de dos variables z = f(x, y)> 

>0 , definiendo el correspondiente cilindroide generalizado U ,co- 
mo el conjunto (acotado o no acotado) de los puntos (x,y,z) del espacio que veri- 
fican las 
(x,y) E A-N A 0S z< f(x,y) (1) 
y enunciar el teorema (que extiende el teor. II del Cap, XXI, n% 2): 
1-Si la función no negativa f(x,y) es generalmente continua 
en el dominio medible A (acotado o no acotado), el corres— 
pondiente cilindróide generalizado U es un conjunto medi — 
ble del espacio y su volumen (finito o +o0) está dado por la 
fórmula 
volumen U = f f £(x, y) dx dy (2) 
'A 


Pasando luego al caso de una f(P) generalmente continua en A ,realy de 


> A A 
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cualquier signo, podemos considerar f(P) como diferencia de las dos funciones 


1,(P)= fp) l +1 (P) / LP) = fp)! -f(p) 
El 2 2 > 
cada una de las cuales es general mente continua en A ymnonegativa, Diremos 


que f(P) es integrable en el dominio A  sial menos una de las dos 
integrales [5 (Badr , [10 dT  , tiene valor finito; en tal caso, defini— 
remos su integral como la diferencia 
f f(P) dT = [10 dT - f £,(P) dT (3) 
'A A. 'A 
con la advertencia que al segundo miembro se le adjudicará el valor + oo si 
[10 dT=+00 y fío dT toma un valor finito, mientras que le será a— 
teibuido el'valor =00 el fue AT esfinita y / LP) AT =+ 00. 
Refiriéndonos a funciones dedos variables, puede Co que f(x, y) es inte — 
grable en A cuando al menos uno de los dos cilindroides generalizados 
U,[ (y) EAN , 0< 2<1 6,91, Ua[(x, y) EA-N, 4o(X,y)< 25 0] 
tiene volumen finito; en ese caso su integral representa la diferencia entre el volu 
men de U y el volumen de Usa (diferencia que puede ser finita, + 00 ,- 00), 
En cambio, en el caso en que U, y U, tienen ambas volumen infinito, la in 
tegral f 11 f(x, y) dx dy carece de sentido (salvo que introduzcamos otras defini 
ciones.) E 
Se extienden los teoremas 1 y 1I' deln% 4 , Como de costumbre diremos 
que una sucesión ( an | de dominios de la familia dG es no decreciente 


si para todo n resulta Ta <cT ; diremos, además, que la sucesión no de— 


n+1 


creciente (ec tiende a A-N yescribiremos lim E A-N si, fijado ar- 
noo 


bitrariamente un conjunto cerrado y acotado C contenido en A-N (en parti— 


cular, un dominio T dela familia 0 ), existe un T dela sucesión que con 


tiene a C  , Puede enunciarse: 


UI -Sea f(P) ura función real y generalmente continua en un 
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dominio medible A dado, acotado o no acotado, y sea N su 
conjunto singular. Si la f(P) es integrable en A fijada ar- 
bitrariamente en A una sucesión no decreciente az de do- 
minios acotados y medibles, de continuidad para f(P) de mo- 


do que sea lim Tp =A-N resulta 


n—oo 


lim [10 dT= f (P) dT (4) 
n—o UN 


A propósito de este teorema vale ina observación similar a la hecha respecto del 
teor, Ideln* 4; 
I' -Sea f(P) una función real y generalmente continua en un 
dominio medible A dado, acotado o no acotado, y sea N'cual 
quier conjunto cerrado y de medida nula, contenido en A y 
tal que contenga todos los puntos singulares de f(P) Les de- 
cir, sea N'2N7, Ahora, si la f(P) es integrable en A ,pa- 
ra toda sucesión no decreciente (7) de dominios acotados y 
medibles, contenidos en A-N' , (por lo tanto de continuidad 
para f(P) ) ,que verifique a E a resulta 


. 


lim f(P) dT = Sw, dro. 

m0 depa, A 
Señalemos, todavía, otro teorema que extiende una conocida propiedad: 

IM -Si A es un dominio medible, acotado o no acotado, del es— 

pacio S. (con rz1), se tiene 


farma A (finita o +00) . 
'A 


Dem. La función f(P)=1 esintegrable en A y, porel teor. 1 se tiene 


for= um [zuen med T . 

la .—o n—ow Dot 
n 

Por otra parte, se ve rápidamente (razonando como en el teor. 1 deln% 3) que 


lim med T, coincide con el extremo superior de las medidas de los conjuntos 
noo a una 


cerrados, acotados y medibles, contenidos en A ,.es decir, (n2 2, teor.I), coin 


cide con medA., 
Demos ahora algunos ejemplos. 


Ejemplo 1% La función f(x, y) = , (R>0) esgeneral — 


mente continua en el círculo A (x2+y2< R?), y el conjunto singular N está 
constituido por la circunferencia x? + y?= R2 , La f(x,y) es siempre positiva 
en A-N y será, por ende, integrable. Podemos aplicar la (4) asumiendo, por 
ejemplo, como sucesión [ A 1 la de los círculos con centro en el origen y radio 


R=el ; seencuentra así (con el pasaje a las coordenadas polares): 


y 
2 R-h 


R , R : 9 
=== dx dy=lim —=== dx dy= lim R| dp] == 
EE o A oo | z 
e y 1 xy E $ 
1 
R-Í 
=2 KR lim [7] -21R? 
n-0> o 


Respecto de esta integral, véase el Cap. XXII, n% 12, 
Ejemplo 2% Sea C undominio circular del espacio S, , con centro en elpun 


to Pez, 27 o xo y radio R . Designando con a aunn” positi- 


vo, consideremos la función 


 —_—__ SAS» 6) 
VE 1 -x2 (xo -92+ atlecli RIOSS xo 


la que es generalmente continua en C , con el único punto singular P¿ 5 ade - 


más, siendo siempre positiva, será sin 


duda integrable. Para calcular la integral R 


de tal función extendida sobre C  pode- NN 


E 


mos aplicar la (4) asumiendo, por e— 


su 


jemplo, como sucesión EN ¿ aquélla en 


5 


la que Ta es el dominio lugar de los 


puntos P queverifican la <P7B<R 


(véase fig. 58) . Nos limitaremos a ha- Fig. 58 


XXV -5 200 

cer el cálculo en el caso en que r=2 yr=3 usando coordenadas polares en el 
plano 9» <P con poloen PQ, y coordenadas polares en el espacio Q,0, RP» 
con polo en By , respectivamente . 


Enelcaso r=2 se encuentra 


[E -u2 (E 
pp n—oo PP 
C o o 


uN E si a< 2 
=lim 
n—o( 21 log (Rn) » sia 2 


Enelcaso r=3 ,se tendrá análogamente 


2 _K R 
2-a 
(E ll E A 
5? n-—oo PP n-—o 


P_P 


PP 
ES Te at % 
Sd AD l+ siara HG + sia<a 
= lim - . 
n—o| 47 log (Rn) , sia =3 +00 , sia> 3 
En general, para cualquier r , se encuentra que + tiene un valor fi 
€ Lo 


nitosi a < r ¡encambio, si 4> r, valz +00. Paraelcaso r=1l , 


el resultado ya había sido establecido en el Ej. 4% del n% 3. 
Ejemplo 3%) Consideremos la misma función (5) en el dominio no acotado FP de 


finido por P.P> R ; tal función es continua y positiva en Y siendo por tanto in 


tegrable, Calculemos la correspondiente 


integral aplicando la (4) con Ty defini- 


do por ejemplo de R< P¿P < Rin (véase 


fig. 59) . Procediendo como en el ejemplo 


precedente se encuentra en el caso r=2 
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2-a 2 
2a.. A 
E [(R+n) -R J,si a 2 ( 2 92 ARA 
= lim = (la A 
MS 25% log (1+ $) , sia=2] (+00 AS a 
y, enelcaso r=3 : 
21 Tr R+n 
2 
dy d2 im dy tim [ap |senode 9% ap = 
pp* n—oo pp* n-—oo 
y o Tp 9 0 0 R 
3-a 3-a 
Lian - _) stats] [| sta > 3 
LS (A-3)R 
= lim - , 
n—o 
41108 (1 + > , sia=3 +00 ii Be] 
En general, para cualquier r , se encuentra que AT, tiene un valor 
Po 


finito si 4 > r ;yvale, por el contrario +00 sia g r . Para el caso 
r=1 el resultado ya había sido establecido en el ejemplo 5%) del n%3. 

Ejemplo 4%) Demos ahora un simple ejemplo de función no integrable, mostrando 
que el límite (4) puede tener en algunos casos un valor arbitrario según sea a 


legida la sucesión (T,] . Y LY 


'y 


Consideremos la función z=x-y en 


el dominio no acotado A definido por 


x230 , y20 . La función es continua 


en A y su diagrama es un plano que pa— 


sa por la recta x -y=O0del plano xy ; 


además se tiene z>0 para los 
(x,y) de A situados por encima de tal Frg. 60 

recta, y z< 0 para los situados por debajo. Es entonces evidente que los dos ci 
lindroides generalizados U, , Uz , tienen ambos volumen infinito y de ahí 


nuestra afirmación de que la función no es integrable. 


Intentemos calcular el límite (4) tomando como Í To , el rectángulo 0% x< 
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SA? 0% E Bn , siendo EN ES (Bn ) dos sucesiones crecientes cuales- 
quiera de n%S positivos. 
Primeramente encontramos 
Bn 1 “n 2 daa 
ff (x-y) dx dy= [ax ¡E + [nx es (añ DA dp) + 
Ta 0 


Sise asume a=n , b,=n resulta 1,=0 y, porende, lim I,=0 ¡si 


n—00 


hh 


= 2 e O a JS j An 
seasume a¿=n% , Ba n resulta 1, = 3 (n” -n”) yentonces Lima - 
=+00  ;sise asume an, tendremos La = + (mé -n?) y enton 
ces lim 1,=—>o  , Además, fijado arbitrariamente un número real c FO, 
noo 
AS 38 1 
siseasume a =cCn, b =C a , resulta 
cn 


=$ [en (o? aL) e mitos 5 - 224 + )]- He - o 


y entonces lim I,= 40? (es decir, un número real arbitrario no nulo),Par 
n-»00 


último, si se toma ay =n+ <P , bp=n-= 


se encuentra Pb y n- $ 


yel lim I, no existe, 
no 


6 - FUNCIONES SUMABLES Y PROPIEDADES DE SUS INTEGRA- 
LES. 


En los números precedentes 3, 4, y 5 hemos establecido el concepto de función 
f(P) generalmente continua (de una o varias variables) integrable en un dominio 
medible A (acotado o no acotado), definiendo a la vez su correspondiente inte — 


gral f f(P) dT que podrá ser finita o también valer +0. o —o  , Natural- 
A 


mente que el caso que más interesa es aquél en que tal integral tiene un valor fini— 


to.) 


(%) puede establecerse un paralelismo con las series (Véase Cap. XIX): existen series conver= 
gentes o divergentes (con suma determinada, finita o infinita) y series indeterminadas (caren — 
tes de sumas), así como existen funciones integrables (con integral finita o infinita) y funciones 
ng integrables (carentes de integral). Como para las series, en donde nos hemos detenido so- 
bre todo en las series convergentes, proseguiremos aquí más a fondo el estudio de las funcio - 
nes integrables con integral finita (o brevemente sumables). Debemos, sin embargo 
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Diremos que la función generalmente continua f(P) es sumable eneldo- 
minio medible A (acotado o no acotado) si es integrable en A y su inte- 


gral f 10 ar tiene un valor finito. 
'A 


Volviendo a examinar los ejemplos del n? 3 se ve que ——==—— es sumable 
1x 
en [1,1] ; —1— essumableenÍ —-oo ,+00 ]; z es sumable en 
14x2 Er 


[Xp A ,Xp+h] sia < 1 yla misma función es sumable enlx¿+ h, + 09 |; 


sia > E: eX es sumable en 0s +00]; 


en cambio 2 , Aún siendo integrable en [o,11 no es sumable en dicho 
1 


intervalo; etc. 
Análogamente en el n% 4 los ejemplos 1% y 2%) y eneln? 5 los ejemplos 1%, 
2%) con a< r , 30) con a> r proporcionan funciones sumables. 
Demostremos el siguiente teorema: 
I-Condición necesaria y suficiente para que f(P) sea suma - 
ble en A es que la función | £qp» | (no negativa y por cierto 
integrable) tenga sobre A una integral finita. 


Dem. Designando con 'T a cualquier dominio acotado y medible, de continuidad 


para f(P) ,contenidoen A ,eintroducidas las dos funciones no negativas de 


costumbre 
£, co) = 140) L +1() top) = LO! E) 
se tiene 
[uo dT «fue dT 5 fra dr s [ro dT > (1) 
£(P) = £,(P) — £2(P) , (2) 


advertir que el parangón hecho aquí con las series no es perfecto porque (como resultará del te 
or. 1) el caso de las funciones sumables corresponde más bien al caso de las series absoluta - 
mente convergentes. 
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lue)| =1 (2) + £2(P). (a 
Entonces, si f(P) essumableen A , los segundos miembros de la (1)son 
ambos finitos; por otra parte, de la (3) sigue 


Sl: 1ar= fora + fizor ar 
T o 


y, por lo tanto, teniendo en cuenta las (1) 
f |ece) Jar < faorar . fr (P) AT < +00 
E A 'A 
Resulta así que Sion dT describe un conjunto numérico cuyo extremo su- 
E 
perior ES dT es ciertamente finito. 
A 
Viceversa; si la integral Su! dT es finita, teniendo en cuenta que se 
tiene fro dT S fue! dT osea /porla (3)7, faorr [poa S 
A E 


< Jue | dT , puede obviamente asegurarse que resulta fear s fu ldr< 


A s/p10r1ar< 458% 
*T m 
Entonces, tanto ] £,(P) Gua [ec dT describen conjuntos numéricos a- 
': “E 


cotados, por lo que los extremos superiores serán finitos; esto significa que 
fao A 10 dT son ambas finitas, es decir que f(P) es sumable 
en A ,quees lo que queríamos demostrar. 

El teorema anterior puede en la práctica ser sustituido ventajosamente por uno 
de los siguientes, que proporcionan simples criterios suficientes de su- 
mabilidad: 

IU - Sea f(P) una función generalmente continua en el dominio 
medible A ,acotado o no acotado. Si la f(P) está acotada y 
el dominio A tiene medida finita, la f(P) resulta sumable 
en A 

Dem. En efecto; suponiendo que sea | EP |< H  , para todo dominio T ,a- 
cotado y medible, de continuidad para | f(P)| y contenido en A , se tendrá 


[yortor <H med T<H med A< +00 , 


205 XXV -6 
y entonces el extremo superior de f, f(P)| dT , es decir Si £(P)] dT es 
A 
ciertamente finito. 


Sigue, por el teor. I, que f(P) es sumableen A . 


TM -Sean f(P) , g(P) dos funciones generalmente continuas en 
el dominio A , acotado o no acotado, tales que | 1) < EIA 
Si g(P) es sumable en A , también-lo será f(P) ; si f(P) 


no lo es, tampoco lo será g(P) . 
Dem. Llamando con N' aun conjunto cerrado y de medida nula, contenidoen A 
y que contenga todos los puntos singulares de f(P) y g(P) , fijemos una suce- 


sión no decreciente 1 Th de dominios acotados y medibles, contenidos en A-N' 


tal que verifique la condición lim T¡ =A-N' , Se tendrá (n? 5, teor. 11') 
n—oo 
lim |£(P) | aT = ES , lim fisonar- fisco ar 
y —oo n—o 
T,, lA 'A 
mientras que, en virtud de la hipótesis |f(P)|< Ig(P)] , resulta 


Sis ar < fis ar 4 
' Ta, 

De las tres relaciones escritas sigue f |£(B) | ar < E dT yentonces, 
si la segunda es finita, lo será también e pias enel eS caso, silla primera 
integral vale + oo también la segunda tiene el mismo valor. Ahora, por el teor. 
T, sigue la tesis. 

IV -Si la función generalmente continua f(P) es sumabie en el 
dominio medible A , acotado o no acotado, lo será también 
en todo dominio B medible contenido en A ; sino es suma- 
ble en un B particular tampoco lo será en cualquier A que 
contenga a B . 

Dem. Si U esun dominio acotado y medible de continuidad para f(P) , conte- 
nidoen B ,elmismo U puede ser considerado como un dominio análogo con= 


tenido en A. 
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Resulta así fjr0r1ar < fisen dT yentonces el extremo superior de 
fro! dT , esdecir MES dT , no puede superar fio! dT .En 
tonces, si fio! AT <+0e , también será fico! dT<+00 ¡si, en 
cambio, para cierto B resulta fo dT=+00 se tendrá como consecuen 
cia fio dT=+0o0  , Ahora, por el teor. I, sigue la tesis. 


Otros criterios suficientes de sumabilidad serán expuestos en el n% sucesivo, 


Las integrales de las funciones generalmente continuas y sumables gozan de las 
mismas propiedades ya vistas en el caso de las integrales de las funciones conti - 
nuas (véase Cap. IX, n% 4 y Cap. XXIL, n% 1). Limitándonos a extender las pro 
piedades esenciales, demostremos los siguientes teoremas: 

V - (Teorema de la aditividad) - Supongamos que el dominio medible 
A , acotado o no acotado, se ha descompuesto en un número 
finito de dominios medibles Aj» Agr ++.» +Ap -Si la función 
f(P) es generalmente continua y sumable en cada uno de estos 
dominios parciales, será generalmente continua y sumableen 


A y se tendrá 


Jíorar- f1orar+ [rorars.. «+ fímrar 

A Ay YA 9 /A y 

Dem, Basta considerar el caso n=2 . Sean -N; dl N> los conjuntos singula 
res (cerrados y de medida nula) de f(P) en Aj , Ay respectivamente. Los 


puntos singulares de la f(P) , considerada en todo A ,sonlos del conjunto 
N= N,U N, que también es cerrado y de medida nula; por lo tanto f(P) es ge 
neralmente continua en A . También la | t(P) | es generalmente continua en 
Aj» Az, A con los respectivos conjuntos singulares Ni, N%, N' , que verifi- 
can, según ya sabemos, N¡ SN, , NÍSNz , N EN 


Fijada una sucesión Ta ) , Mo decreciente, de dominios acotados y medibles 
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contenidos en A-N , con LA Ta =A-N , puede escribirse en virtud del tear, 
I' del n? precedente 

fi £(P)| dT = lim fi £(P)] ar. (4) 
ZA. e 
Fijado un Tr cualquiera, el dominio A queda descompuesto en Tn Y o- 
tro dominio medible U,  . Nos encontramos entonces en presencia de dos des = 
composiciones del dominio A :una D con A=A¡UA), y otra D' con 
A=T, U U, + Si, con el método indicado en el Cap. XXI, n% 6 construimos u— 
na tercer descomposición D a sucesiva tanto de PD como de DD , el domi 
nio Ta quedará descompuesto en dos dominios acotados y medibles Th TE e 
no de los cuales eventualmente vacío), con mm < Aj m TE < Az: e) 
Se tendrá entonces, por el teorema de la aditividad de las integrales de las fun- 
ciones continuas 
fi £(P)| dT = f £(P)| dT + $111 ar A (5) 
Se ve E que las dos sucesiones E, ; » Ur j son no decrecientes; 
que m no tiene puntos en común con N y que mE no los tiene con Na ; 


lim me = Az -N2 . Entonces, por el te. 


que resulta lim T 
n—o  N n—o00 


or, I' del n* precedente, valen las 
lim fico ar= fisor ar 5 lim [| £(P)|dT = fico ar, (6) 
n—e Je ¿NN no Jo Ag 
con los segundos miembros finitos, ya que por hipótesis f(P) es sumable en Az 
y Az 
De (4), (5) y (6) sigue 
fuetar= furener+ frenar, 
"A "Ay A 3 
de donde S |£(py]ar es finita, es decir, f(P) es sumable en A 
'A 


Se puede ahora aplicar el teor. II deln% precedente y escribir las (4), (5) y 


(*) Recordemos que Th [o Ty ] coincide con la clausura del conjunto abierto constituido por 
los puntos interiores de la intersección A] MT, [o Az AT, ] 
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(6) con f(P) en lugar de |£(P)| ; se llega de tal modo a 
$1 dT = fic» dT+ $10 dr E 
lA A] "Ag 
que es lo que queríamos demostrar. 
VI - (Teorema de la distributividad) - Si las funciones £,(P) A L,(P) ad 
E f, (P) son generalmente continuas y sumables en el dominio 


medible A acotado o no, y se designan con Cy, C2, ..., Cp 2 


n constantes reales arbitrarias, también la combinación li- 
neal c,f¡(P)+c2f2(P)+....+Cp fp(P) resulta generalmente conti- 
nua y sumable en A ,y ose tiene 

fi ey E,(B) +03 1o() +... +09 Lp (P) dT=0) fizmarso, frzmar + o + 
'A A A 

% 155 dT 


Dem. Sean Ny, No, ... , N los conjuntos singulares de las funciones 10, 


n 
LM), TE £,(P) + Puesto que todo punto de A que sea de continuidad para 
cada una de estas funciones, lo será también para la combinación lineal f(P) = 
=0C1f¡ (P)+c2 f9(P)+.... +0, f, (P) , podremos decir que el conjunto singu — 
lar N dela f(P) está sin duda contenido en el conjunto N = N; U Na AA 

.. UNp que es cerrado y de medida nula , De ahí, f(P) es generalmente con 
tinua en A 

También los conjuntos singulares de las | £(P)| ,| £2(P)|,... , | £(P)] es- 
tán contenidos en N' y por eso, fijada cualquier sucesión no decreciente (131 


de dominios acotados y medibles, contenidos en A-N' ,con lim TA =A-N 


no 

se tiene, por el teor. I' deln% precedente 
lim fiera. fisco ar < +0, (=1,2...,) (7) 
lim MOS fico ar E (8) 


Pero ES Le 13] +] e21] £2(Pr] + 


on | fn(P)| y entonces, te 


niendo también en cuenta el teorema de la distributividad para integrales de funcio 
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nes continuas, puede escribirse 


o Elal lá] ar. (9) 


Ta 
De (7, a (9) sigue 


n n 
frenar, [el lim fiseror-2 la inc dT<+o00 , 
A i=1 , i-1 7 
de modo que f(P) resulta sumable en A 


Siempre por el teor. II' del n% precedente Bless también escribirse 


[ueno = lim 0 = lim 2% e; f¡(PJaT = da uno = 
n 
2%) 1,(P)ar , 
L 


que es lo que queríamos demostrar. 

Apoyándose en las definiciones dadas y sobre los dos teoremas precedentes es 
también fácil demostrar estos otros: 
VU -Si la función f(P) es generalmente continua y sumable 
en A yes f(P)>0 ,se tiene f 1 ar> O ,valiendo el sig - 
no de igualdad sólo si f(P) es ola en todos los puntos de A 
no singulares. Además, si B es un dominio medible conteni 
do en A ,resulta [ar s/10) ar , con el signo de igual- 
dad sólo si f(P)=0 en todos 15% puntos no singulares de A-B, 


VIn - Si f¡(P), £(P) son funciones generalmente continuas y suma- 
bles en A yes  f¡(P)<f2P) , resulta ES < fran, dT ,con 
el signo de igualdad sólo si f¡(P)=1f2(P) en todo Santa ho sin- 
gular para ambas funciones. 


IX -Si f(P) es generalmente continua y sumable en A , se 


tendrá 


[10 dT 
"A 


< fisco! aT A 
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con el signo de igualdad sólo si f(P) tiene signo constante 

en todos los puntos de A no singulares. 

7-ALGUNOS CRITERIOS DE SUMABILIDAD Y EJEMPLOS VA - 
RIOS. 

A los teoremas II, MI, IV del ne precedente que proporcionan criterios gene— 
rales de sumabilidad conviene agregar otros, de naturaleza más particular, pero 
extremadamente útiles en las aplicaciones. Comezaremos exponiendo los que se re 
fieren a funciones de una variable, 

I-Si en el intervalo acotado [ a,b] la función f(x) tiene un 
solo punto singular xo (internamente o en un extremo) y ve- 
rifica, para xXx una limitación del tipo 


| 160] < con M>0 y 0<a<1 , (1) 


E 
Per 


tal función será sumable en la,b] . Si vale, por el contra — 


rio, una desigualdad del tipo 
¡10012 —= ¡La MO y a (2) 
| xo 


la f(x) no es sumable en [ a,b] . 

Dem. Del ejemplo 4%) del n” 3 sigue que la función Era , Considerada 
Xx -Xo| 

“en cualquier intervalo cerrado acotado que contenga Xp es sumable si a < 1 


mientras no loes si 42 1 , Deeste hecho y del teor, II deln? preceden- 


te resultan las dos afirmaciones del teorema, 
sen 1 
Por ejemplo, la función 


sen + ' 


8 
de Losolsll 


lo; no es en cambio sumable en el mismo intervalo la función 


tiene en [ 0,1] únicamente el punto singu - 


lar x(-0; dado que , es sumable en dicho interva- 


to que es 2 — 
x2 
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11 - Si en el intervalo acotado [ a,b] la f(x) tiene un solopun 
to singular Xq (interior o en un extremo) y si para x—X €8 
un infinito de orden determinado a > 0 (respecto del infini- 


to principal ), será sumable en [a,b] sia<1 y no 


lo será sia > 


> 
Dem. Decir que para Xx -—Xp la f(x) es un infinito de orden a signifi — 
ca (cfr. Cap. VI, n% 6) que para.» x —xXg la función |-xg" | £6)| tiende a 
un límite 1 , finito y positivo. Del hecho de que 1 es finito sigue que tal pro= 
ducto se mantiene acotado en [a,b] ; vale decir existe un número M> 0 tal 
que resulta [ex | £e0| <M ;de aquí sigue la (1) yentonces, sia<1 , 
la f(x) es sumable en [ a,b], 

Del hecho de que 1> 0 sigue también que existe en [a,b] un intervalo cerra 
do I que contiene a xg y tal que en todo punto del mismo (4% xo) resulta 
E =x0|"| 169] > h (con 0<h<1) .Ental 1 vale entonces una desigual- 
dad del tipo (2) y, dado que az 1 ,la f(x) noes sumable en 1 y, por 
lo tanto, (n% precedente, teor. IV) tampoco en [ a,b]. 

Nótese que en la primera parte de la demostración se aprovecha solamente elhe 
cho de que 1 es finito y entonces el teorema continúa valiendo en el caso en que 
1=0 ;¡análogamente para la 22% parte, si l1=+ 00 . Se puede enunciar enton - 
ces el siguiente teorema, que puede prestar utilidad cuando para x— xo la 
f(x) sea un infinito sin orden determinado. 

IN -Supongamos que en el intervalo acotado a,b] la f(x) ten 

ga un solo punto singular Xy (interior o en un extremo).Si pa 

ra un cierto número positivo a < 1 resulta Lim fx" | 169] -o, 
O 

la f(x) será sumable en [ a,b] .Si para cierto a > 1 resulta 


Lim |x-=xp| | too[=+00 ,la fx) noes sumable en lab] 
X=>Xp o 
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Si en el intervalo acotado Í a,b] la f(x) tiene varios puntos singulares X> 
ES , se puede descomponer [ a,b 1 én intervalos parciales (cada u- 
no de los cuales contenga un solo punto singular) y tentar de aplicar,en cada uno 
de ellos, alguno de los teor, 1, H, MI. 
== 
A xl 


puntos singulares -1 y 1 resulta infinita de orden 5 (cfr. n% 3, ej.1?). La 


Por ejemplo, la función es sumable en [-1,1] ,yaqueen los 


función 


A no es sumable en [ 0,1] puesto que, en el punto x=0 , 
er -1 


% 1 
resulta infinita de orden 1 (cfr. n? 3, ej. 29) . La función f(x) = Si | log x| A 
con 0<fB<1 y Y > 0 es sumable en [ 0,1] porque, fijado cualquier «a 


. a-p 1 
que verifique <a < 1 , se tiene + f(x)= lira, x |10g x| =0 (cfr. 
es x—! 


L 

Cap. X, n* 8, ej. 19). La función e* no es sumable en [ 0,1] porque 
1 

limx e =+ 5 

20% md 


Los teoremas precedentes se refieren al caso de un intervalo acotado; pero 
pueden darse teoremas análogos para los intervalos no acotados. 
IV -Si en el intervalo no acotado A del eje x la función f(x) 
es continua y verifica una acotación del tipo 


I£ool < ; (5) 


será sumable en A .Si resulta, en cambio, 
M 


Ix]P 


la f(x) no es sumable en A 


[101 > 


; con M>0 ,a < 1 5 (4) 


Dem. Delej. 5% deln% 3 resulta que la función PR , considerada en 
cualquier intervalo no acotado que no contenga el a. es sumable si a> 1 y 
no loessiag< 1 , Entonces, si A no contiene el origen, nuestras dos afir- 
maciones son consecuencias inmediatas del teor. III deln” precedente. Si, en 


cambio, A contiene el origen, lo descomponemos en un intervalo Ao , Aco- 
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tado y que contenga el origen, y una parte residua A, que no lo contenga, Tam- 
bién enreste caso resulta f(x) sumable si a > 1 en A , puesto que loes 
en Ag (yaque f(x) es continua y Ag acotado) y en A, (demostración pre- 
cedente para x > 1). Aplicando el teor. V del n% precedente sigue nuestra afir 
mación, Como, si a< 1 , f(x) noresulta sumable en A, , porel teor.IV 
del n% precedente, tampoco lo será en A 
V-Si la función f(x) es continua en elintervalo no.acotado 
A deleje x , y si al tender x a infinito (sobre A ) resul 
ta infinitésima de un orden determinado a (respecto del in- 


finitésimo principal LL ), resultará sumable en A sia> 1 


[x] 

y no lo será si ,as1 
Dem. Decir que para Xx —oo la f(x) es infinitésima de orden a signifi - 
ca que Lim] xP | £009|= l ,con 1 finito y positivo. 

Del hecho de que 1 es finito se deduce que la función | x y | £6x)] se man- 
tiene acotada en A ,es decir, existe un número M>O0 tal que resulta 
Ixf | £60)|< M ¡sigue la (3) yentonces, si a > 1 ,la f(x) es sumable 
en A 

Del hecho de que 1 es finito sigue que para |x| suficientemente grande se 
tiene | x[% | £()| > h (con 0<h<1 ), es decir, una desigualdad del tipo (4% 
por lo tanto, sia < 1 la f(x) deja de ser sumable en una parte de A ,de 
donde f(x) noes sumableen A 

Puesto que la primera parte de la demostración permanece válida si 1=0 ,, y 
la segunda si l=+ oo , podemos enunciar también este otro teorema (útil cuan= 
do para x—oo la f(x) esinfinitésima sin un orden determinado). 
VI - Supongamos que la función f(x) sea continua en el inter— 


valo no acotado A ,Si para cierto número a > 1 se tiene 
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lim| x]% 1e)| =0 , la f(x) resultará sumable en A ¡si para 


X=w0 
cierto número a< 1 resulta Lim | x[* | 160] =+ 00 ,la f(x) no 
x=o0 
será sumable en A 
Por ejemplo, la función AS es sumable en Í[ -oo,+ oo] ya que pa- 


1+x 
ra x —ooesinfinitésima de orden 2 (cfr. n% 3, ej. 39) . La función e” 


a 
es sumable en [ 0, +00] puesto que limo x e*=0 con a positivo 


arbitrario (cfr. n* 3, ej. 6%). La función _ 3 noes sumable en Eo, +00] 
+x 

Y 

porque para x—>+o0 esinfinitésima de orden 1 . La función f(x)=x (logx) , 

con $ > 1 , Y > 0 essumableen [ 1,+00] porque, fijado arbitraria- 


a) eS 
mente un a queverifique 1<a<f , se tiene Lim 16) =limx, (log x) = 


y 
=0 , La función 109 =|x] 00 Pl ,conf 3 0 ,7 > 0 ,essumable 
en cualquier intervalo no acotado A ya que, cualquiera sea A > 0 , se tiene 
7 
E Plz 
lim [xP 100 = Jim, |x|"? e 0 
Los teoremas precedentes pueden extenderse al caso de las funciones de varias 
variables, con algunas precauciones. Precisamente a los teor, 1, II, III corres— 

ponden los siguientes: 

I' -Si en el dominio medible y acotado A del espacio Ss. ,la 
función f(P) tiene un solo punto singular Po (interior o so- 


bre la frontera) y verifica para PAPA una desigualdad del ti 


po 
M 
(le o a MR RS 
tal función será sumable en A ., Si, por el contrario, vale 


una desigualdad del tipo 


[so] > ¿5 A E A 1 A 
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y si Bo es interior a AC) , la f(P) no es sumable en A. 


Dem. Del ej. 2? del n? 5 sigue que la función En , considerada en cual — 
Pa 
0 
quier dominio circular con centro en Pg ,essumable si a < r ynoloes si 
ar .Ssi Po esinteriora A (acotado) se puede construir dos dominios 


circulares C! , C' con centro en Pg de modo que sea C! ACC" ;si 


en cambio P es de frontera sólo se puede construir C'" 2 A , Entonces, si 

a< r y Py es de frontera o interior, la ps (que es sumable en C" ) 
PP 

resulta sumable en A y, porla (1) , tenemos que también f(P) será suma- 


bleen A ; sia > r5r y Po es interiora A ,la pr ER (que no es su- 
Py P 


0 
mable en C') tampoco resulta sumable en A , siguiendo de la (2) que la 


f(P) noes sumableen A , 


5I'- Si en el dominio medible y acotado A del espacio Sp la 


función f(P) tiene un solo punto singular P (interior o de 


frontera) y si para P=P, (sobre A )resulta infinita de un 
orden determinado a (respecto del infinito principal =P" 
tal función será sumable en A si a< r ;¡si, por el contra— 
rio, a37 r con P, interiora A ,no será sumable en A 

II' -En el dominio acotado y medible A del espacio S. su — 


pongamos que la f(P) tenga un solo punto singular Pg (inte—= 


rior o de frontera), Si para cierto número positivo a < r re 


sulta lim PP" |£(p)]=0 ,se puede asegurar que £(P) es su- 
PP 0 
mable. Si, por el contrario, para cierto a > r resulta 


> 
pr a 

lim RP 9 |£py|] =+00 (con Py interiora A ),la f(P) nose - 

PP, 

rá sumable en A , 


(% piferentemente de lo que sucedía en el teor. 1, nada puede decirse ahora en general si P.€ 
EFA ; la sumabilidad o no de f(P) depende de la "forma" de A en las proximidades de Py. 
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Las demostraciones de estos dos últimos teoremas son totalmente análogas a 
las de los teoremas 1 y H . 

-Demos ahora los teoremas correspondientes a los teor. IV, V y VI: 
IV' - Si en el dominio medible y no acotado A del espacio So 
la función f(P) es continua y verifica una desigualdad del ti- 
po 

| cb] <a > con M>0 y a>r o, (31) 

donde O designa AL OrITón del espacio, dicha función sera” 
sumable en A) . 
Dem. Del ej. 3%) del n? 5 resulta que la función == (con a > r)es su- 
mable en todo dominio no acotado, lugar de los puntos P que satisfacen una des 
igualdad del tipo OP >3R (con R>0 ). Ahora bien, si A no contiene a O, 
designando con $3 ala distancia (positiva) de O hasta eldominio A , este 
£ 
2 


último quedará contenido en el dominio no acotado C definido por OP > ¿la 


función 7" será sumable en C y, porende, en A , de modo que por la 
(3') también f(P) es sumableen A .Si A contienea O podemos des — 
componerlo en un dominio medible y acotado A que contengaa O yen otro 
dominio no acotado A, queno lo contenga; en este caso la f(P) (continua), que 
es sumable en Ag ,loserá también en A, (por la demostración precedente ) 
y, por ende, será sumable en A . 

V!-Si la función f(P) es continua en el dominio medible y 


acotado A del espacio S, y sial tender P a oo (sobre A) 


resulta infinitésima de un orden determinado a ( respecto 


(*) Obsérvese que falta aqui una afirmación similar a la hecha en segundo término en el teor.1V, 
es decir, si 1£(P)1 > e con M>0 , a < r nose puede extraer la conclusión que 


f£(P) nosea sumable en A ;su sumabilidad o no, dependerá de la forma de A cuando P 
tiende a 00 
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del infinitésimo principal e podemos afirmar que será 
sumable en A en el caso en que sea a> r 

-Sea la f(P) continua en el dominio no acotado y medible 
A . Si para cierto número ax > r resulta im OP" |rp)]=0 ,la 
f(P) es sumable en A 

Las demostraciones de los teor. V' y VI' son análogas a las de los teor. V y 


v. 


Hagamos una importante aplicación de los teor. VI y VI' , que nos dicen inme 
2 
diatamente que la función de una variable e* es sumable en [ -00,+ 00 ] 
ó —(x2+y? 
y que la función de dos variables e es sumable sobre todo el plano $3 ; 
las dos integrales 


Lu 
y= [0% dx 5 1=/ 
PO 


/ etiy2  axdy 6) 
ES So 
tienen, por lo tanto, valores finitos que nos proponemos calcular. 
Comencemos calculando L , tomando como sucesión no decreciente ( Tn | 
de dominios acotados y medibles, tendiente al plano S, , la constituida por cír- 


culos con centro en el origen y radio n . Se tendrá (tras un pasaje a coordena — 


das polares q. 1E 
1,- qua ff. CO a ay Lim [so f- e =limaq-e”) 


Tn 
o sea, 


A (6) 


Podía también haberse tomado como sucesión ( Ta ) la de los cuadrados [as 


ta eto 
m 


> dx=1I, y entonces 


<x<n , -n<y<n | y escribir en consecuencia 


alfa > yu [y dx Y ay 


pero, hos la primera de las (5), se tiene ta qe 
a 


OS (mM 
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Vo y entonces 
0 

fo A 
o 


Esta integral, llamada integral de Gauss, se encuentra en muchas apli- 


De comparar (6) y (7) sigue L 


caciones 
8 - NOCIONES SOBRE ULTERIORES DESARROLLOS DE LA TE- 
ORIA 

Vinculando el concepto de un conjunto acotado o no acotado con el de función in- 
tegrable, ya hemos visto en los n0S5 3 y 5 la extensión de los teoremas relativos 
al Area de un rectanguloide y al volumen de un cilindroide., 

Análogas extensiones pueden hacerse para los teoremas relativos al área de un 
dominio normal del plano (Cap. XX, n% 5 teor, II) y al volúmen de un dominionar 
mal del espacio (Cap. XXII, n% 2, teor. III); tales teoremas valen todavía si se su 
pone que las funciones que definen el dominio normal sean sumables e) en la 
base de dicho dominio, base que inclusive puede ser no acotada . 

Lo mismo puede decirse para los teoremas concernientes al área de un sector 
plano o de un dominio polarmente normal (Cap. XX, n% 5, teor. Ill y IV);el pri 
mero vale todavía si £%() es integrable en [ a, B] ; el segundo si 2, 
fo (P) son sumablesen[ a, BJ. 

Pueden también extenderse los teor. 1 y HI del Cap. XXII ,n%10 sobre el 
volumen de un sólido de rotación o sobre el volumen de un sólido como integral de 
las áreas de sus secciones con planos paralelos. 

Como en las correspondientés integrales las funciones que se integran son no 
negativas (se trata de on ff xdxdz y [tro C, dx ), tales integrales tie- 

A a 


nen sentido (con valor finito o +00 ) también si A es no acotado o si se sus- 


(*) Nótese que decimos sumables (y no: integrables) porque la diferencia de dos funciones 
integrables no es, en general, una función integrable (el lector puede convencerse examinando 
el ejemplo 1%) del n95), 


219 XXV -9 
tituye a [a,b] por un intervalo no acotado, y proporcionan todavía los volúme - 
nes a que ese hizo referencia. 

Extensiones del mismo tipo pueden también hacerse para los resultados del Cap. 
X, n% 11 sobre la longitud de un arco de curva, del Cap, XXII, n% 3 sobre los ba 
ricentros y momentos de inercia, del Cap. XXII, n%% 11, 12, 13 sobre el área de 
una superficie, 

Pueden también generalizarse, de modo obvio, los conceptos de integral curvili 
nea (Cap. XXIN, n%S 2 y 6) y de integral superficial (Cap. XXIV, n% 1 y 2) . 

Bastante más delicada es, por el contrario, la cuestión de extender a las inte — 
grales consideradas en este Cap., las fórmulas de reducción de las integrales múl 
tiples (Cap. XXI, n%S 5 y 6), Para obtener resultados simples y expresivos sería 
necesario avanzar más en la teoría de integración expuesta, hasta llegar al concep 
tode integral de Lebesgue , con el que se demuestra que las citadas fór- 
mulas de reducción continúan siendo válidas (teorema de Fubini). Todas las inte — 
grales que nosotros hemos considerado son casos particulares de integrales de Le 
besgue, a las que, por lo tanto, se les puedeaplicar sin duda el teorema de Fubini, 

Agreguemos, por último, que también para las integrales de funciones general- 
mente continuas y sumables de una variable, permanece en esencia válido el teore. 
ma de Torricelli- Barrow puesto que, haciendo F(x) = [o dt , valen las si — 

a 
guientes propiedades: 1%) F(x) es una función continua; 20 ) resulta F'(x) =f(x) , 
siempre que en el punto x considerado, la f(x) sea continua, 


Dejamos al lector la fácil demostración. 


9-INTEGRALES DE FUNCIONES COMPLEJAS. 
Los conceptos expuestos en los n%S precedentes para las funciones reales se ex 


tienden de inmediato al caso de una función compleja f(P) =P (P) +i Y(P) (de u 
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na o varias variables). 

Diremos que la f(P) es generalmente continua enel dominio medi — 
ble A , acotado o no, si son tales las funciones reales P (P) , *P(P) . Si 
N¿ ;N2 son los conjuntos singulares de P (P) y Y (P) , poniendo N=N UN y 
la f(P) resulta definida y continua en A-N 

En tales condiciones, la f(P) será considerada sumable en A silo son 
ambas funciones reales P (P) , 'YP(P) y por definición se pondrá, entonces, 

S:0 dT= [+ (P) dT +i le Y(PdaTr . (1) 

Teniendo en cuenta que para el módulo 1 BP)! = l pe, + y 2) de la función 

compleja  f(P) se tiene 
AG 
NA 


< 111<ieml+Iymlo, 


y recordando el teor, 1 del n? 6 , se ve inmediatamente que: condición nece- 
saria y suficiente para que la función compleja f(P) sea su - 
mable en A es que la integral fu dT (de la función re- 
al y no negativa |f(P)])tenga valor finito. 

Para el cálculo de la integral (1) valen todavía sin duda los teoremas Il y IU * 
del n? 5 

Para las integrales de funciones complejas continúan valiendo los teoremas de la 
aditividad y la distributividad, como también el teorema expresado por la 


fio dls f 1£(P) ar 
Ja, Ja 


con la advertencia de que las barras verticales están indicando el módulo de u 


na cantidad compleja. 


10 -INTEGRALES IMPROPIAS. 


Volvamos a considerar funciones reales, lo que es suficiente en virtud de la (1) 


del n% anterior. En los n0S 4 y 5 hemos visto que existen funciones generalmen- 
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te continuas en un dominio medible A (acotado o no) que no son integra- 
bles en A ;recordemos que eso sucede cuando, consideradas las dos funcio - 


nes no negativas 


Fl E 
5,00) = 102) L £(P) 1268) = Lec) —£(p) 


2 


resulta 
f 1, (P) dT = [10 dT=+ 00 
'A /A. 

Hemos también dicho, e ilustrado con un ejemplo, que si f(P) noes integra- 
bleen A , llamando con N asu conjunto singular y fijada una sucesión no de= 
creciente ( To ] de dominios acotados y medibles, que tienda a A-N ,no se 
puede afirmar que exista determinado el lim f f(P) dT y que, si tal límite e- 
xistiera, su valor cambiaría tomando otra sucesión Í LE j . Más aún; podría de- 
mostrarse que con una oportuna elección de la Í Ta J , Puede obtenerse para tal 
límite un valor arbitrario prefijado. 

Para una f(P) nointegrable en A no tiene entonces sentido hablar de inte — 
gral; pero resulta claro que, deseando hacerlo, puede darse el nombre de integral 
de la f(P) extendida sobre A , a uno cualquiera de los citados límites 

im Í. Epar o, wm 
toda vez que se tome en consideración eS sucesión ÍTa j para la que tal límite 
exista determinado (finito o infinito) . 

El límite (1) , supuesto existente, será designado como integral impro- 
pia relativa a la sucesión Í Ta ) de la función no integrable f(P) ,ex- 
tendida al dominio A . Será todavia indicada con el símbolo Í f(P) dT ,acom 
pañado si es necesario de otro signo o indicación que sirva para recordar el modo 
en que tal integral fuera definida. Suele también decirse que la integral impropia 
fo dT resulta convergente sobre la sucesión Í E ' > 


En base a lo que ha sido dicho, cualquier número real puede considerarse como 
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una integral impropia, extendida sobre A , de la función no integrable f(P).Pue 
de entonces parecer totalmente inútil el concepto de integral impropia; pero debe 
observarse que en un determinado problema puede ser necesaria la consideración 

del límite (1) con una bien determinada sucesión Ñ an | (y no con otras) de 
modo que para dicho problema se presente útil considerar la correspondiente inte- 
gral impropia (y no las otras). 

Sin entrar en detalles sobre esta cuestión que tiene amplios desarrollos y mu — 
chas aplicaciones, nos limitaremos a dar dos ejemplos para funciones de una va = 
riable, y a advertir que las integrales impropias se manejan con gran cautela por 
que en ellas no continúan en general valiendo las propiedades expuestas en el n% 
6. 

Ejemplo 1%) Ya sabemos que la función continua a no es integrable en 
[0, +00 ], (12 4, ej, 4%) . Sin embargo, si como sucesión (UT | de dominios a 
cotados y medibles contenidos en [ 0, +00 ] , no decreciente y tendiente al 0,+0] 
tomamos la de los intervalos Í 0,n 1 , es fácil probar que existe, determinado y 


finito, el límite 


n 
Senx 
ps Pes. o 
En efecto; con una integración por partes, puede escribirse, ante todo 
n n 
sen Xx 1 -cosn l-cosx 
BEBA gr 1008 , 
f 5 A + [pz dx 5 (8) 


1-cosx 


pero la función , Continua en [ 0,+ 00 ] , es sumable en tal interva- 


Xx 
lo porque se tiene | ES 
Xx 


por lo tanto, el 


S + (n2 7 , teor. IV), existiendo finito , 


pS 
lim e [Ea as . De la (3) sigue, por lo tanto, 
0 0 


n=00 
n +00 
sen Xx pe l-cosx 
Ho f E a ca 


Esto muestra que la integral impropia relativa a la sucesión de los intervalos 


223 XXV - 10 


[0,n] de la función no integrable -E£MX_ | extendida al intervalo Í 0,+00] 
+00 
E 1 -cos x 
tiene un valor igual a la integral (en sentido corriente) ——_—— dx . Se 
x 


podría demostrar que esta última integral vale + , Por lo que puede escribir 


se 
+00 


[mxo E , 
o X 2 


con la advertencia de que a la integral del primer miembro se le ha atribuido el 
significado impro pio proporcionado por la (2) .- 

Ejemplo 29) La función + no es integrable en [-a,b] donde a,b son dos 
números positivos, ya que los dos rectanguloides generalizados de la fig. 61 tie - 
nen ambos área infinita, Sin embargo, si 
como sucesión Í Ta ] de dominios medi- 
bles contenidos en [-a,b | , no decre — 
ciente y tendiente al mismo intervalo pri- 
vado del origen, tomamos aquella para la 
que T, es obtenido a partir de [ -a,b] 
privándolo de los puntos del intervalo a-— 
bierto (- E, 4) (simétrico res- 


pecto del origen), es facil constatar 


que existe finito el límite dE b 
n 
pa fun (/%- [3). 
T a L 
n 

q se tiene ¿ n 

q qx - a, =1log 1 - -log 1 = log L 
] 3 E = [1ogtx II Log xh= log 1 log a + log b - log =108 2, 
a ñ 


y, por lo tanto, el límite (4) vale log ES 
A menudo se tiene ocasión de encontrar casos de este tipo, es decir, de funcio- 
nes f(x) no integrables en un intervalo [a,b] , que presentan un solo punto sin 


gular E interior a tal intervalo; en tales casos tiene interés, con frecuencia, 
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considerar la integral impropia sobre una sucesión de dominios obtenidos (cada u- 
no de ellos) a partir de [ a,b ] privándolo de los puntos de un intervalo abierta 
simétrico respecto del punto E  . Tal integral impropia, supuesta e 
xistente, es denominada integral principal de Cauchy eindicada con 
* 

el símbolo [160 ¡> 

Podemos por lo tanto decir que la función + admite integral principal de Cau 


chy en el intervalo [-a,b] y que eta 
* 


[$5 -u6 2 > 


-a 
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CAPITULO XXVI 


Sucesiones y series de funciones 


1-CONVERGENCIA UNIFORME DE UNA SUCESION DE FUNCIO 
NES, 


Retomemos ahora el estudio de las sucesiones, examinando el caso en que los 
términos de una sucesión son funciones (que por el momento supondremos reales) 


de una o varias variables reales Xi» Xgr ++.» Xp +05 decir, del punto P(X¡Xo 


E 
..., Xp) de -S, . Sea Í fn(P) J una sucesión de funciones, definidas todas en 
cierto conjunto E del espacio Sr ; se dirá que dicha sucesión es conver - 
gente en el conjunto E si, fijado arbitrariamente un punto Py €E ,la 
sucesión numérica Í E) ] resulta convergente. Si esto sucede, a cada punto 
Po €E quedará asociado al número que es límite de la sucesión Í Lo) | «Es 
cribiendo P en lugarde Pp , podemos entonces decir que resulta así definida 
en E unafunción f(P) , con 
£(p) = Aa (E) (1) 
Sigue que, fijado el punto PeE ,Aa todo número positivo E es posi— 
ble ponerle en correspondencia un índice )  tal-que, para n > Y, resulte 
|£(P) -£,(P) | < € . Tal índice ) depende del número E fijado; pero, en 
general, depende también del punto P considerado yaque, si 
en lugar de P se considera otro punto P!€E, la nueva sucesión numérica 
Ñ 0) ] es todavía convergente pero, en general, distinta de la [ £, (P) ) > se 


puede entonces aceptar que, manteniendo fijo el número £ ,elcitado fndice » 
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varíe cuando varía el punto P en E , describiendo cierto conjunto 1 de nú- 
meros naturales, Si este conjunto 1 resultase acotado superiormente, existiría 
un Índice P, mayor que todos los posibles Índices ? , y entonces para n >Y 
la | f, (P) - £(P) | < € tendría valor para todo punto P€E 

Advirtamos ya que este hecho en general no sucede, como veremos enseguida 
con un ejemplo; pero si se verificase, constituye una propiedad particular de la su 
cesión Í fp(P) ) que se expresa diciendo que la sucesión 1 fn(P) ] conver 
ge uniformemente enel conjunto E 

Se puede dar, entonces, la siguiente definición: la sucesión de funciones (1,0) 
convergente en E alafunción f(P) ,es uniformemente convergente 
en el conjunto E si, fijado arbitrariamente un e£ > 0 ,exis 
te un Índice Y» dependiente de £ pero no del punto P,tal 
que para n > Y resulta 

1(P) —£, (P)|< e y 0) 

cualquiera sea el punto PextE. 

Como ejemplo, consideremos en el intervalo [ 0,1] la sucesión (x” | , que 


converge en dicho intervalo hacia una f(x) definida asf: 


0 para 0gx<1 
£(x) = 
1 para x=1 
Es, entonces, 
. para 0<x<1 
| f(x) 2 | = 


0 para x=1 F . 
y si se quiere que esta cantidad resulte menor que €  , se debe asumir n de 
modo que, para 0<x<1 , resulte ru < € . Esta desigualdad se transforma 
enla nlogx <loge  ,dedonde, n> e (siendo log x < 0) . De aquí 


que la desigualdad análoga a la (2) se verifique para n > ? , donde Y se- 
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log € 
log x 

€ yde x ). Dejando fijo € hagamos variar x en (0,1) ;elnúmero > 


ñala al primer entero no inferior a (como puede verse, Y? depende de 
varía pero sin mantenerse acotado porque, cuando x—1l1 , se tiene 
A oo (sie < 1) . La sucesión [ x” | es entonces convergente en 
[0,1] ; pero en dicho intervalo no es uniformemente conver- 
gente. 

En cambio se ve inmediatamente que es uniformemente convergente, por ejem - 


plo, en [ 0, + ] . Enefecto, mientras x  vatía en tal intervalo, la función 


E crece desde 0 hasta > (si e < 1) y entonces el número 
log — 
2 


Y al que nos hemos referido no supera, para 0<x< En , al primer enterono 


inferior a BE 
E 


Para las sucesiones uniformemente convergentes vale un teorema análogo al cri 
terio de convergencia de Cauchy (Cap. IV, n% 6); es decir, tenemos que: 
1 - Condición necesaria y suficiente para que la sucesión de 
funciones lo 2] sea uniformemente convergente en el con — 
junto E es que, fijado arbitrariamente E£>0 ,exista un Íím 
dice y ,—dependiente de € pero no del punto P tal quepa 
ra todo par de Índices m,n ,ambos mayores que >» , resul- 
te 

Lim (P) -f (P)|<e , (3) 

cualquiera sea el punto PeE . 
Dem. Que la condición sea necesaria sigue inmediatamente de la desigualdad 
Vin (Pr -£a(P)] <] 168) E (P) | + |] £(2) -£p(P) | ydela (2 . Enlo que res 
pecta a la suficiencia obsérvese ante todo que (por el citado criterio de convergen= 


cia de Cauchy) la sucesión es ciertamente convergente en todo punto PE€eE ;lla- 
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mando f(P) ala función límite, sienla (3) dejando fijo n hacemos tender 
m  alinfinito, deducimos que para n > ) vale la | £(P) -£, (P) | < et, quees 
lo que queríamos demostrar, 
2-TEOREMAS DEL LIMITE Y DE LA CONTINUIDAD PARA SU- 
CESIONES DE FUNCIONES. 
Sea la sucesión de funciones í LP) J definida en el conjunto E , y supon - 
gámosla convergente hacia la función f(P) , es decir, 
lim f,(P) = £(P) (1) 
n—o 
Designando con Pg aun punto de acumulación de E. , supongamos que cada 
función fp(P) admita un límite determinado y finito para P—Py: 
lim fn(P) = . AS AA . (2) 
PP, n(P) =L, G ) 
Consideremos ahora la sucesión numérica ( h j de estos límites y plantee— 


mos estas dos preguntas: 1%) ,Es la convergente? ; 20) admitido que lo se- 
E ñ 


a, poniendo 
a (6) 
n-00 

, Puede asegurarse que resulta 
li f =1 (4, 
PL», (P) ? (4) 


Nótese que la (4) puede también escribirse 
li li £(P) = li li f,(P) cu 
E as 21 ms np) ] an 
por lo que las preguntas hechas equivalen a averiguar si las dos operacio — 
nes de pasaje al límite lim , lim  ,son permutables en- 
n—oo P—P, 


tre sí. 
La respuesta en general es negativa, Por ejemplo, la sucesión Ñ (xp y con 
verge en (0,1) hacia la f(x)=0 ; se tiene Lea (a = (1? y la sucesión 
x— 
(an) no converge. La sucesión (0 ) converge en [ 0,1] hacia la función 
0 para 0<x<1 
£(x) = 


¿es lim x"=1 ylasucesión j1 | converge al £ 
1 para x=1 ? 1 AE 
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mite l=1 , mientras, en cambio, lim 1) =0. 

Una condición suficiente para quela (4) o (4') sea cierta es que la 
sucesión considerada (me, | sea uniformemente convergente en E .Esde 
cir, se tiene el siguiente teorema del límite: 

I- Si la sucesión de funciones (Sn e] es uniformemente con 
vergente en el conjunto E hacía la función f(P) y si, sien— 
do Pg un punto de acumulación de E , existe finito ( para 
todo índice n) el límite lim fp(P) = , , la sucesión Í hh se 
P—P0 
rá convergente y, llamando 1 a su límite, se tendrá 
lim f(P) = 1 
n-—-00 
Dem, Como la (10) es uniformemente convergente en E ,dado e > 0, 
existirá un índice Y)  , independiente de P tal que, elegidos arbitraria- 
mente dos Índices m,n , mayores que Y resultará, para todo punto P <n 
LP) - 21 < E (para m>Y,n>)). 
Si en esta relación se pasa al límite para P—Pg , se obtiene por la (2) 
links F<e (para m>3,n>>) 
lo que prueba, por el criterio de convergencia de Cauchy, que la ( L 5 es con — 
vergente. 

Para probar la segunda afirmación del teorema, observemos que, cualquiera 
sea el índice n puede escribirse 

LLP) = 11 SIf(P) - £(P)1 +1 fpo(P) lp 1 + 1d 11 

Por otra parte, dado € >0 , existe un índice ) (dependiente solamente 
de € )talque para n>>Y resulta 

110) -£ (2) 1 < (en todo punto PEE) , yl l,-11< £ 


3 
Una vez fijado de tal modo el n , se tendrá para todo P € E 


18) -11 < ZEs1 1 (P) - Ly 1 ; 
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pero por la (2) , en correspondencia conel € fijado, existe un número8> 0 
tal que, para todo punto P € E que verifique 0 <P? < 65 resultará 
Pe) 1 1< E 
y, Por lo tanto, también 
1£(P) - lI<e , 
lo que prueba efectivamente que eE > f(P)=1 , que es lo que queríamos demos 
trar. 

Un teorema análogo vale en el caso en que, siendo E noacotado, se conside — 
ra el pasaje al límite para P-—=oo . Se tiene, al respecto, el siguiente teorema , 
cuya demostración es del todo análoga a la precedente: 

I' -Si la sucesión de funciones (10. ] es uniformemente con 
vergente en el conjunto no acotado E hacia la función f(P) , 
y si para todo índice n existe finito el límite Li (Bj, E 
la sucesión (12) será convergente y, llamando 1 a su lí - 


mite, se tendrá lim f(P)=1 
P—o+e 


Pasemos a otra cuestión. Sea la sucesión (tn (2)) convergente hacia  f(P) 
en el conjunto E ;si cada una de las f,(P) es continua en E ,¿ podría ase - 
gurarse que también la función límite f(P) resulta continua en E ?. La res- 


puesta, en general, es negativa, como muestra el ejemplo de la (2) que, en 
O para <0£x<1 


0,1 hacia la función di. tinua f(x) = 
[0,1 ] , converge hacia unción discontin: (x) k: dl sd 


Se tiene, al respecto, el siguiente teorema de la continuidad: 
11 - Si la sucesión de funciones (1.2) es uniformemente con 
vergente en el conjunto E y cada una de las funciones de la 
misma es continua en E , también la función f(P) , límite 


¡dde la sucesión, será continua en E 
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Dem. Llamando con Pg a cualquier punto de E que sea además de acumu— 
lación de E , se tiene, por el teor, 1 /'véase la (4!) 7 : 
sa 1(P) = poi]! a £,(P) ] 
Pero, por la continuidad de f,(P) vale la He =fp(Po) ; Por otra par 
te es Jm LP) = TP) , de modo que en definitiva resulta 
EN 1(P) = (PJ) , 
lo que prueba la tesis. 
3-TEOREMAS DE DERIVACION Y DE PASAJE AL LIMITE BA 
JO EL SIGNO DE INTEGRAL PARA SUCESIONES DE FUN — 
CIONES. 

Consideremos una sucesión (tn 6) de funciones de una sola va— 
riable(%) , definidas enun intervalo A deleje x y supongámosla con 
vergente en A hacia cierta función f(x) . Supongamos, además, que cada 
fp(*) sea derivable en A yexaminemos la sucesión (e en) de las deriva- 
das. ¿ Podrá afirmarse que la -f(x) es derivable y que vale la lim 11, 00=8'(0) 2 
En otras palabras, ¿ será cierta la fórmula 

lim feo = Eliminat o. a) 
que expresa la posibilidad de permutar las dos operaciones de pasaje al límite y 
de derivación? También en este caso la respuesta es, en general, negativa, co= 
mo muestra el ejemplo de la sucesión fx - ES | en el intervalo [ 0,1] ;el 
lector verificará inmediatamente que la (1) noes válida en el punto x=1., 

Se tiene, al respecto, el siguiente teorema: 

I- Si en el intervalo A la sucesión de funciones (1,00) es 


convergente hacia la función f(x) , si cada función fe) es 


(*) En la cuestión de la derivación de una sucesión, basta referirse a funciones de una variable, 
puesto que, si se tratase de funciones de varias variables y de la derivación parcial respecto de 
una de ellas, las restantes variables deben considerarse como constantes. 
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derivable en A y si la sucesión de las derivadas (, 6) 
converge uniformemente en A , la función f(x) será de- 
rivable en A y se tendrá 

lim £0) = 06). (0) 
Dem. Fijemos en A un punto cualquiera Xo Y, llamando con Ay al con— 
junto obtenido privando al A del punto xo , consideremos para cada x € Ao 
la sucesión 


fp) - £p(Xo0) 
A | e 


X -Xp 


“de los cocientes incrementales de la f,(x) . Demostremos primeramente que 
tal sucesión es uniformemente convergente para x varian - 
do en Ag 


Con ese objeto observemos que, cualesquiera sean los enteros m,n , se tie- 


ne 
Lin 0%) = Ly 00) 1 0%) - fp (%0) [ fm) - fp) ] - [f,(%0) -fnXo)J , 
X -X0 Ñ xo X -XQ 
que, aplicando el teorema de Lagrange a la función Li 0) -£, (5) , Se transfor— 
ma:como 
£m%) - fm(%o) fp) - tfno) a 4 
Xx =X0 5 —=07 7 m8) -In(£) , (4) 


donde E indica cierto punto interior del intervalo que tiene por extremos a los 
puntos Xy y X 
Por otra parte, la sucesión (15.00 ) es por hipótesis uniformemente conver- 
gente y entonces, dado € > 0 , existirá un índice Y tal que para m>"YV , 
n> Y yparatodo xE A resulta 
1 O IE 


De ésta y de la (4) sigue que, para m> Y , n>'vY  setiene, para todo 
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punto x€ Ao E 
fp (0%) - fp(xo) £n 09 - fn(Xo) 
Xx =Xq AS 


ie 
lo que prueba que la sucesión (3) es uniformemente convergente en Ao 
Tras este resultado, consideremos el cociente incremental de la f(x) ,el que 


obviamente puede escribirse 
16%) -£(xp) £, 69) - £(%p) 
Xx =XQ ds X=Xq 
Pasemos ahora al límite para x— Xy ;en virtud de la convergencia uniforme 


16x) -£ 
dela (3) ydelteor. I del n' precedente, el un A A 


x -=Xo 
to y se tiene 
1(x) -1(p) fp (%) = £ (0) fp 65) = fp (0) 
lim —_—— = lim lim —_—_—_—_—_——=lim lim -——_—_—_—_— = 
X=X  X-Xp XxX) N=00 X -Xo N=00  X-X) X - Xx 


= lim £ 

Hi no) 

Esto prueba que en el punto xp la f(x) es derivable y que vale la r Ko) = 
= z i m Sa (Xp) ; si tenemos ahora en cuenta que xp era un punto arbitrario de 


A , el teorema queda demostrado . 


Pasemos a otra cuestión. Supongamos que cada una de las funciones fp(P) 4 
Md o eta ) , sea continua en el dominio acotado y medible 
A delespacio S, y la sucesión (race) por ellas formada sea convergen- 
teen A hacia la función límite f(P) . Tienen entonces sentido las integrales 
[ f¿(PAT , (M=1,2,..... ) y nos podemos preguntar si tendrá también senti — 
do la integral [10 dT ysies válida la lim J f (P)d T -| f(P)d T ,En 

n—e n 
'A 'A A 
otros términos, nos preguntamos si es cierta la 
= i d 6) 
¿ts [no dT far (PAT, (5) 
que expresaría la posibilidad de permutar las operaciones de pasaje al límite con 


la de la integración, o como se dice comúnmente, de efectuar el pasaje 
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al límite bajo el signo de integral. En general, la (5) noes cierta; 
por ejemplo, si f,(x)=n Lee y A [0,1] , unfácil cálculo muestra que 
el primer miembro de (5) vale == , Mientras el segundo miembro vale 0 
Un primer teorema sobre el pasaje al límite bajo el signo de integral es el si — 
guiente: 
HI -Si la sucesión (1,02) de funciones continuas en un domi- 
nio acotado y medible A converge uniformemente (en A) ha 
cia la función límite f(P) ,valdrá la (5) o sea que se ten - 
drá 
lim [mor dT= [ms LS (6) 
Dem. Desde ya, por el teor, II deln” precedente, la f(P) será continua en 
A  , de donde el segundo miembro de (6) tendrá un valor finito. Además, pa- 
ra cualquier n ,setendrá 
110 dT - [50 dT|= ¡fps -£(P)] ar y <f: £(P) -f£ (Py 4T , (7) 
mientras que, por la uniforme convergencia de la $1, (2) , dado E>0 e- 
xistirá un índice Y (dependiente solamente de E ) tal que, para n>Y, re- 
sulte en todo punto PEA: 
HO) < : (8) 
De la (8) sigue que, para n>y , se tendrá 
[ £(P) -£, (2) | aT «bz 0r- e 
y entonces, teniendo en cuenta la (7) , logramos para n> >” que 
¡| sora - cor ar <E€ , 
"A 'A 
lo que prueba la validez de la (6) , que es lo que queríamos demostrar. 
El teorema que acabamos de probar puede extenderse al caso de una sucesión 
de funciones generalmente continuas y sumables, con el siguiente e 


nunciado: 
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TM -Sea (£ 0») una sucesión de funciones generalmente com 
tinuas y sumables en un dominio A medible, acotado o no a 
cotado, y sean verificadas las siguientes hipótesis: 
a ) Existeen A unconjunto N , cerrado y de medida nula, tal que todas las 
funciones 1,1) sean continuas en A-N A 
B ) Existe una función no negativa F(P) , generalmente continua y sumable en 
A , continua en A-N , tal que para todo punto P E A-N y para todo entero 
n , resulta 
LL < FP) 5 (9) 
Y) La sucesión dada es uniformemente convergente en todo dominio T de la fa 
milia «¿$ constituida por los dominios acotados y medibles contenidos en A-N. 
Entonces, la función límite f(P) de la sucesión dada (que resulta obviamente 
definida en cada punto P € A-N ) resulta generalmente continua y sumable en 
A  , siendo además válida la (6) . 
Dem. Puesto que en todo dominio T de la familia «4 los términos de nues- 
tra sucesión son funciones continuas y la sucesión converge uniformemente, el lf- 
mite f(P) será también una función continua en T . Puesto que esto vale pa= 
ra cualquier T ,la f(P) resultará continua en A-N y será, entonces, gene 
ralmente continua en A . Entodo punto P € A-N la sucesión considerada con 
verge y, además, vale la (9) cualquiera sea n ; pasando al límite para n-=oo 


se deduce | f(P) | Ss F(P) , de lo que deriva (Cap. XXV, no 6, teor. IM) la 


(%) El hecho de que exista, para cada f,(P) un tal N, no implica, en general, que exista uno, N, 
que sirva para todas las fy(P) ; no se crea que lo logremos con la unión de los N, , Porque 
la unión de infinitos conjuntos cerrados de medida nula no es , en general, un conjunto cerrado 
y de medida nula, 

Admitamos que aquí damos a la locución "función generalmente continua" el significado ex — 
puestoenelCap, XXV, 15, también si se tratase de funciones de una variable 
(para las que, en el Cap. precedente, había sido adoptada la definición más restrictiva del n%3), 
Habíamos, sin embargo, señalado que la teoría de la integración de las funciones generalmente 
continuas de una variable, expuesta en el Cap, XXV, n% 3 y 4, continúa valiendo en las condi- 
ciones más generales del n% 5. 
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sumabilidad de f(P) en A ,osea, que el segundo miembro de (6) tiene un 
valor finito. 

Señalado esto, dado que la F(P) >0 es sumableen A ,fijado £E> 0 e- 
xistirá sin duda (Cap. XXV, n* 5, teor. I1') un dominio Te de la familia + 


tal que resulte 


3 
'A A 
Eldominio A queda así descompuesto en el domínio Te yenotro dominio 


fro dr - < fro» dTS f F(P) dT . (10; 
medible U¿ y, por el teorema de la aditividad, la (10) puede también escri 
birse 

os | rrrar< y (11) 
Entonces, para todo entero n se E 
12 a = 5, 1, (P) aT | = a, (P)] ari = 
- fro 4, (1 ar+ f sar - f ¿atar Is 
< £(P) - 1, (P) | dT+ N £(P) 1 dr AR EAS 
< pi £(P) -£,(P) 1 aT+2 f F(p) ar <p: A (2) ar E 
Te Ue 


peroen T¿ nuestra sucesión converge mittubma ment hacia f(P) y de ahí que 


exista un índice Y (dependiente sólo de €  )tal que para n>> Y  ypara ca- 


da punto PE T¿ resulta 1 £(P) -f(P)1 < és 
E 
Sigue así que para n >*“vY se tendrá 
E E 
£(P) -£(P) y are —E£_——f dr - E 
S E $ 3 med T¿ £ 3 
€ 
y, en consecuencia, 
fiar fr mar] < + he-e ñ 
A A 


lo que prueba la tesis. 


4 -CONVERGENCIA UNIFORME DE UNA SERIE DE FUNCIONES 
Y TEOREMAS RELATIVOS. 


En el Cap. V, n% 1 hemos puesto ya en evidencia la vinculación entre la teoría de 
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las sucesiones y la de las series; en particular hemos visto que el estudio de una 
serie equivale al estudio de la sucesión de sus sumas parciales. Por lo tanto, con 
siderada una serie de funciones 2 Le (P) definidas en un conjunto E ,re- 
sulta claro que se pueden trasladar a la misma todos los conceptos y los teoremas 
de los n0%5 1, 2, 3 refiriéndose, simplemente, a la sucesión de sus sumas par- 


ciales 


n 
[=> , (M=1,2,3 - 


Por lo tanto, la serie 0, será uniformemente convergente 
en el conjunto E si tal es su sucesión de sumas parciales 

(re) ] . En ese caso, indicando con f(P) al límite de esta sucesión,es de 
cir, ala suma de la serie , puede afirmarse que, dado E > 0 , existe 
un Índice Y (dependiente de E ynode P )talque, para n> Y  ycual- 
quiera sea PE E , resultará | f(P) fp (P)I<E 2 

Pero la diferencia f(P) -fp(P) coincide evidentemente con el resto R,(P) = 


= ae Le (P) de la serie dada y entonces puede decirse también que la serio 
n+ 


pu (P) es uniformemente convergente en E si, dadoE£ > 0 
existe un índice Y (dependiente de £: y no de »P: tal 


que, para n>>” y para todo PEE resulta 


RAM =1) Q MI<E 


k=n+1 
El teor. Idel n? 1 puede adaptarse a las series; basta, como es lícilo, que se- 


a .m>pn , poner m=n+p yobservar que 


n+p n np 
Em (P) E, (P) = fn4p(P) = fp (P) = 2 q 1) 2 q 2 E en, 
=1 El =n+1 


para obtener: 


I-Condición necesaria y suficiente para que la seric de fun - 
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ciones > O) sea uniformemente convergenteen el conjun 
k=1 


toEes que, fijado arbitrariamente €>0 , exista un índice 
Y , dependiente de E pero no del punto P tal que, para 
> y Pp arbitrario, resulte 

D+p 

2% Dlice » 


cualquiera sea el punto PEE . 


Los teoremas 1, 1', II del no 2 pueden ser inmediatamente transportados a 
las series de funciones, El primero de dichos teoremas da lugar al siguiente: 
Il - (Teorema del límite) - Si la serie de funciones Na (P) es 
uniformemente convergente en el conjunto E E siendo 


Pg un punto de acumulación de E existe, para todo índice k 


LLE (P) ,vale 1 
e Pje O) vale la 


lim > (2 =5 lim Q, (P) . (2) 
PP kar Ye er E 


Dem. Introducidas las sumas parciales (1) el primer miembro de la (2) pue 


de escribirse como 


n 
Ey [Ed O rr > 


mientras el segundo miembro, teniendo en cuenta que el límite de una suma (finita) 


es igual a la suma de los límites, puede transformarse como sigue: 


n 
li P) =1li li =li li f.(P) . 
A 


Con estas transformaciones, la (2) pasa a ser la (4') del n 2 , Que es sin du 
da cierta, puesto que la uniforme convergencia de nuestra serie implica lade la 
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sucesión [5,2 ] de las sumas parciales. 

Nótese que este teorema proporciona una condición sificiente para 
que el límite de una serie sea igual a la serie de los lími — 
tes, propiedad que, en general, no es cierta. 

Análogamente, del teor. 1' del n% 2, se deriva este otro: 

00 
I'-Si la serie de funciones e 0) es uniformemente con 
vergente en el conjunto no acotado E y si, para todo índice 


k existe finito el lím (P! e tendrá 
o ES (P) ,s 


se e 
pz 16) y Lime, (Pr. 


El teor. II del n* 2 se transforma en el siguiente; 


ES 
II - (Teorema de la continuidad) - Si la serie de funciones > O (P) 
k=1 


converge uniformemente en el conjunto E y cada uno de sus 
términos es una función continua en E , también la suma 
f(P) de la serie será una función contínua en E . 

Dem. Cada suma parcial fn(P) de la serie dada, por ser suma de un número 
finito de funciones continuas, es una función continua en E  . Además, la suce- 
sión (£,(2)) es uniformemente convergente en E  , Por el citado teorema II 
del n? 2, la función límite de dicha sucesión, es decir, la suma f(P) de la se- 


rie, es también continua en E ,quees lo que queríamos demostrar. 


Podemos por último adaptar a las series de funciones también los teor. I, II y 
II del n? 3 , obteniéndose los siguientes: 


IV - (Teorema de derivación por serie) - Si la serie de funciones 


0 
> Le (x) es convergente en el intervalo A deleje x , 
k=1 
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si cada función Qk 4) es derivable en A , y si la serie de 
las derivadas es uniformemente convergente en A , valdrá 


para todo punto x€A la 


o 
4 0 7 ; (o) 


es decir, la derivada de la serie es igual a la serie de las 
derivadas,” 
Dem. Introducidas las sumas parciales fy(x) de la serie dada, el primer miem 


bro de (3) puede escribirse 


ES - lim £, e0 , 


mientras que, teniendo en cuenta que la derivada de una suma (finita) es igual a la 


+ suma de las derivadas, el segundo miembro se transforma como sigue 
n n 
d 7] d pa d 
12237 0 00 = Jl 4720400 = Jun Aa 


Con esto la (3) se reduce a la (1) deln?” 3, que es ciertamente válida ya 
que la convergencia de la serie 2 í OS) implica la de la sucesión (1,00) 


mientras que la convergencia uniforme de la « (x) da lugar a la convergen 


cia uniforme de la (r,00] 


V - (Primer teorema de integración por serie). Si la serie Y % (P) ,de 
k=1 


funciones continuas en un dominio acotado y medible A ,es 


uniformemente convergente en A , valdrá la 


¡pa y Pr] ar => fa mar, a) 
k=1 k=1 
A A 


es decir, la integral de la serie es igual a la serie de las in 


1 que la serio os derivable término por término. 
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e) 


tegrales. 
Dem. Introducidas las sumas parciales de la serie dada y teniendo en cuenta, en- 


tre otras cosas, que la integral de una suma (finita) es la suma de las integrales , 


los dos miembros de (4) se transforman respectivamente como sigue 


n 
fui) y ()] ar= [ Ufa LO aro, , 
E A 


n 
sf E Qy, (P) AT = Jim f f ¡(Par , 
AL A 
de modo que la (4) equivale a la (5) del no 3. Y ésta es sin duda cierta por 


Br 
3 
Mi 

> 
£ 
3 

o 

- 

" 
pa 


que la sucesión [£,P») es uniformemente convergente. 


VI - (Segundo teorema de integración por serie) - Sea y y, (P) una serie 


de funciones generalmente continuas y sumables en el domi— 
nio A medible, acotado o no acotado, y supongamos que se 
verifican las siguientes hipótesis: 

a )existe en A un conjunto N , cerrado y de medida nula , 
tal que t>das las funciones Qy(P) sean continuas en AN; 
g)existe una función no negativa F(P) ,generalmente conti- 
nua y sumable en A , continua en A-N tal que para todo 


punto PE€A-N y para todo entero n ,resulta 


| Za] Ss FB; 


Y) la serie dada es uniformemente convergente en cada domi 
nio T de la familia $ constituida por los dominios acota— 
dos y medibles contenidos en A-N . 


Entonces, la suma de la serie dada (que evidentemente es— 


(*) Se dice también que la serie es integrable término por término. 
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tá definida para todo punto PE€A-N )resulta generalmente 
continua y sumable en A y la (4) es válida, 

Dem. La introducción de las sumas parciales f,(P) y.el mismo razonamiento 
usado para el teorema precedente nos conduce inmediatamente al teor. II del n% 


3. 


5-CONVERGENCIA TOTAL DE UNA SERIE DE FUNCIONES. 

Para las series de funciones resulta muy útil, además del concepto de conver — 
gencia uniforme, este otro de convergencia total , que pasamos a expo — 
ner: 


Se dice que la serie de funciones > Qk(P) es totalmente conver — 
k=1 


gente en E si: 1% cada uno de sus términos Le (P) es una función acota 
daen E ; 2%) designando con Lx >0 al extremo superior (finito) de | «pg (P)1 


so 
en E ,la serie > Lx resulta convergente . 
k=1 


Por ejemplo, la serie 


Senx_, sen%x , Ssen3x | 3 sen kx e 
E E > 


¡es totalmente convergente en [ -00, +00 ] , ya que se tiene Ly = + y 


09 
la serie > += es convergente . 
k=1 


Se ti ene el importante teorema (criterio de Weierstrass para la convergencia u 


niforme) : 
oo 

I-Si la serie > ¿Ly (P) es totalmente convergente en E ,re 
k=1 


sultará también absolutamente y uniformemente convergente 


en E 
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eo 
Dem. Puesto que es | «q, (PA < L. +» y la serie ) L, es convergente, tam 
k=I 
bién lo será la > I Le (P)l, de donde nuestra serie será absolutamente con - 
=1 


vergente. 


es 
Probemos la uniforme convergencia. Dado que la serie ) Le es convergen- 
k=1 


te, fijado E > 0, existirá un índice + (dependiente sólo de E  )tal qua, pa 
n+p 

ra n>?Y y p arbitrario, resulta > Lk, < € . En las mismas condicio-" 
k=n+1 


nes (n>Y y p arbitrario) se tendrá en consecuencia, para todo P€E : 


n+ n+) n+ 
q, |< Q |< ci 
a an 


pero, por el teor. I del no precedente, esto equivale a decir que nuestra serie es 


uniformemente convergente en E  , que es lo que queríamos demostrar. 
Nótese que no vale el inverso del teorema precedente; es decir, existen series u 
niformemente convergentes que no son totalmente convergentes. Considérese, por 


ejemplo, en el intervalo [ 0,1 ] , la serie 


$ 4 a k+1 k 
0 A A E El 
E EA AE k 


w 


Esta serie no es totalmente convergente porque se tiene Lx = » ylase 


pata 
k 
7 1 
rie Y noes convergente. Sin embargo, es uiformemente convergente;en 
k=1 
efecto, tal serie se encuentra en las condiciones indicadas en el teor. III del Cap, 


V,n%5 y de ahí que susuma f(x) está comprendida entre cualquier suma par - 
cial f,(x) y la sucesiva fn+10%) - Sigue que, para el resto Rp(x) , pueda es 
cribirse: 


n+1 
¡Ep 60 1 =1 160 =£p601 < 1 £p4100 eo 1? 1 


por lo que evidentemente puede lograrse | Rp(%)|< E , para todo x€[ 0,1] 
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con tal de asumir n > + -1 (cantidad independiente de E  ), 


6-LA SERIE DE TAYLOR EN EL CAMPO REAL. 

Recordemos del Cap. X, n? 9 que si en el intervalo A deleje x la función 
f(x) admite las primeras n+1 derivadas continuas, fijado un punto x¿€A ya 
le la fórmula de Taylor 


A) 
1) =D to + Ro, Mm 
k=0 po 


donde, para el resto R,(x) pueden adoptarse varias formas, entre las que par- 
ticularmente importantes son las 


(n+1) 
Rpto=0ap rl EL, (restode Lagrángo) , (e) 


(n+1) 


f 
Rp(x) = (x-xp) (x- E)” —¡ 42) 


(resto de Cauchy) , (3) 
siendo E (distinto, en general, en una y otra fórmula) un oportuno punto in- 


terior al intervalo que tiene por extremos los puntos X,, Xx 


0” 
Supongamos ahora que la f(x) admitaen A derivadas de cualquier orden.En 
este caso la (1) puede escribirse con un n arbitrariamente grande y tiene 


sentido considerar la serie 


AS) 

£ (xo) k 
> =— x0) - (4) 
k=0 á 


que se denomina la serie de Taylor relativa a la función f(x) y 
al punto inicial Xy (serie de Mac Laurin si x¿=0). 

Es natural preguntarse: la serie (4) ¿es convergente?; y si converge, ¿ ten- 
drá por suma la función f(x)? Al respecto, tenemos el siguiente teorema: 
I-Condición necesaria y suficiente para que la serie de Tay- 
lor (4) relativa a la función f(x) sea convergente en el inter 


valo A hacia la misma f(x) es que, en cada punto x€A re— 
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sulte 
li = 0 (5; 
a Rp) (5) 
donde Rp(x) es el resto de orden n de la fórmula de Taylor 


aplicada a la f(x). 


Dem. Para la suma parcial Sp+10) dela (4) se tiene 
2 pco) k 
Sín+1)00 = 2 LA xp) ; 


vale decir, por la (1) , 
Sín+1) 00 = £0) - Ryo) 
Sigue que, para n-—ou ,la S),¡(x) tenderá a f(x) si y sólo si vale la (5) 
que es lo que queríamos demostrar. 


Si se verifica la (5) se tendrá, por lo tanto, en el intervalo A 


== 6) 
1e9=3 7 LE tp (6) 
k=0 Y 


y se dice que la f(x) es desarrollable en serie de Taylor, de pun 
to inicial xpy ,en el intervalo A  . Una condición suficiente muy sim 
ple para que eso ocurra está expresada por 
I -Si existe una constante positiva M tal que para todo en 
tero positivo n y para cada x4A ,resulte 

hemo, 
la f(x) será , en A , desarrollable en serie de Taylor. 


Dem. Enefecto, asumiendo para f(x) la expresión (2) , se tiene 


+1) 
M kx 
LRnbd IS (0,1)! 


XX 
im Jeror = se deduce que vale 


o 
y, dado que (Cap. IV, n” 1) se tiene lim (): E 


la (5) y, por ende, (teor.I), que vale la tesis. 
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Vayamos ahora al análisis de algunos notables casos particulares: 
19%) Serie exponencial. Es la serie de Mac Laurin relativa a la función f(x)= 
x (1) 


(ri) 
= e* , Puesto que, para cualquier n , se tiene PS Ye)= Fo, £0=1 tal 


es 
serie se escribirá > E . Demostraremos que 
k=0 “* 


II -Para todo valor real de x » la serie 
eo 
x 
ds m 


converge absolutamente. 

Dem. Bastará hacer ver que la serie de Mac Laurin considerada converge hacia 
eX en cualquier intervalo fijado, del tipo [ -a,a] con a>0 arbitrario, Tal 
hecho es consecuencia inmediata del teor. II ya que, para cualquier x de di — 


DWey=ztsa, 


cho intervalo y para todo entero n , se tiene evidentemente | f 
La convergencia absoluta de la serie (7) se prueba después de inmediato con el 
criterio del cociente, como ya se ha visto en el Cap. V,n% 4, 

2%) Series hiperbólicas. Son las series de Mac Laurin relativas a las fun— 
ciones cosh x, senh x  . Considerando la f(x) =cosh x , se tiene e = 
=cosh x (para n par) y =semh x (para n impar); por lo tanto (Mo, = 
=1 (para n par), =0 (para n impar), y de ahí que la serie relativa sea 


> o . Análogamente se ve que la relativa a la función senh x es 
k=0 d 


22, ¿2 
“=————  . Demostremos que : 
= (2k+1)1 
IV -Cualquiera sea el número real x ,se tiene 


E K A 
cosh x= (20: , senh x= y Han (8) 


y que ambas series resultan absolutamente convergentes. 


Dem. Basta razonar como enelteor. II , observando que en todo intervalo 
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Pos : S cosh a . La convergencia absoluta de la se— 


rie (8) se demuestra después, sin dificultad, con el criterio del cociente. 


(a,a) , se tiene 


30) Series circulares. Son las series de Mac Laurin relativas a las funcio 
nes cosx, senx , Considerada la f(x)=cosx , se tiene 
Lo cos bc+n +) ¿o E (si n espar),  =0 


(si n esimpar) , de modo que la serie buscada resulta ser la 


ide 
=> (2)! 


k=0 
ES k  x2ktl 
Análogamente, la relativa a la función senx esla y (-1) ar 
V -Cualquiera sea el número real x , se tiene 
E] ES 2k+1 
E k _x2k E Le 
Pa > (1) o S ra 1) eun: ,» (9) 


y ambas series resultan absolutamente convergentes. 


| cos x| 


Dem. Basta observar que, para cada x se tiene 
l sen xl 


| < 1 y aplicar el 
teor, II, La convergencia absoluta surge, inmediatamente, de la aplicación del cri 
terio del cociente. 

40) Serie logarítmica. Es la serie de Mac Laurin relativa a la función f k)= 


= log (1+x) que está definida para x>-1 .Setiene f(0)=0 y, para k>0; 


Le (ay e , E 


por lo que la serie buscada resulta absolutamente convergente para -1<x<1 , 
Demostremos que 


VIi-Para -1<x<1 vale la fórmula 
= 
k-= 
a A (10) 
k=1 


resultando la serie escrita absolutamente convergente para 
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ES lo 25 9720 
Dem. Observemos primeramente que la (10) no puede valer para x>1 ya 
que para tales x la serie del segundo miembro no converge, como surge in — 
mediatamente de la aplicación del criterio del cociente, El mismo criterio mues- 
tra también que dicha serie converge absolutamente para -1<x<1 , Dicho 
esto, pasemos a demostrar la (10) aplicando el teor. 1 y considerando sepa- 
radamente los dos casos 0<x<1 , -1<x<0 (para x=0 la fórmula 
es evidente). 

En el primer caso 0< x £ 1 , conviene escribir el resto R,(x) bajo la 


forma de Lagrange (2) : 


Ry 0%) = al yr n, ab. (cono<E<x) , 
(0D) (ER nr rat 


ya que de esta fórmula sigue inmediatamente (ya que 0< xi, (+E)>1 y 


E 
por ende <1): 
(Ent 
1 
R,()1 < , por lo tanto, lim x) = 0 
LRpe) 1 5H y, P lim Rp 
En el segundo caso -1<x<0 , conviene escribir 0] bajo la forma de 
Cauchy 
n ES 
E E E A ES PO 
(+ EjnHl mE *1+8 
de la que, siendo 1+E >1+x>0 , E-x>0 se deduce 
Ixl ,£-x 2 
a 
Por otra parte se ve inmediatamente que a <x= x  ,demodo que 
resulta 
1 
1 E 
Rx a , 
LR1< 1% 


de donde, siendo |xl< 1 ,setiene lim R,(x) = 0 
hw 


59) Serie binomial. Es la serie de Mac Laurin relativa a la función f(x) = 
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=(1+ x)* , con a número real arbitrario. Se tiene e a (a-1)(a-2)... 


a-k (k) 
«(a -k+1) s EAN) = las (a-k+1) , y entonces la serie en 


consideración se escribe 


1+) 72 Laila 2 AAA (0k+D 
k=1 


Se suele poner, por analozía con los coeficientes binomiales (%) 5 
(2) 5 A , (k=1,2,...)(11) 
conviniendo además en que sea (5) =1 ¡escribiremos la precedente serie , 
por lo tanto, bajo la forma == (x) E a 
Se trata ahora de estudiar bajo qué condiciones vale el desarrollo en serie de 


Mac Laurin 


A+ (5) x : (12) 


Observemos primeramente que si a es un entero no negativo (a=n 20) 
a n 
resulta evidentemente (5) = (%) = 0 para k>n ,porloque la (12) se 


n 
reduce a la (1+ xy = y () «E » quees la conocida fórmula del binomio 
=0 


de Newton, válida para cualquier x. 
Desde ahora en adelante supondremos excluido este caso e— 
lemental, Surge claramente, entonces, de la (11) que ninguno de los coefi- 
cientes (a) puede ser nulo, de modo que en el segundo miembro de (12) fi- 
gura una serie efectiva. Con una simple aplicación del criterio del cociente seen 
cuentra que tal serie converge (absolutamente) si | x1< 1 , mientras no con 
verge pará | x|> 1 . Estonos está indicando desde ya que la (12) podrá, 
a lo sumo, ser válida para -1£x<S1 

No tomaremog.en consideración el punto x=-1 puesto que enél la función 


a 
(1+x) no admite derivadas de orden k > a , por lo que tal punto no puede 
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formar parte de un intervalo A en el que valga el teor. 1. 1) Queda por estudiar, 
entonces, la eventual validez de la (12) para -1gx«Sl 

Demostremos dos lemas preliminares: 


VO-Para |x/|<l1 y cualquier a , se tiene 


" 


tim (y) xE=o , as) 


k>» 


es” 


Dem. La (13) es consecuencia inmediata del hecho reción observado de que la 


0 a (131) 


a 
serie pm k y es convergente para | x |< 1 ,La (13') se transfor— 
ma en la (13) notando que 
ide el ql 
e (2) al, 
VIII -Se tendrá 
() 

im(y)=0 (14) 

si y sólo si a > -1 


Dem. Poniendo a +1= KB ,dela 


(:) - Laa. 08 Boro 
sigue 
(error 


Suponiendo a <-1 esdecir B <0 , todos los factores del segundo miem 


bro son > 1 ;de ahí que 1(%) Il > 1 yla no validez de la (14) . 
Sea ahora a >-1 ,osea B> 0  . Designando con Y  alprimer entero 


para el que con k >>? resulte 1- Le > 0 , puede escribirse (para k >>? ) 
a 


B B 
(2) 1 = 15) AD A A <p 
1 (3) 1 »+1 
y 


Eesti E 


E d 
+ +7 +35 
1+p Ga +2 
(*) Este hecho no impide que la (12) pueda valer para x=-1 ¡pero se hace necesario estudiar la 
cuestión desde otro punto de vista (distinto del de la serie de Taylor) al que haremos referen — 
cia en el n? 10, Simplemente como información digamos ya que la (12) vale para x=-1 con tal 
que seca a > 0. 
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Como para k-—oo el denominador de esta última fracción tiende a +00 (mm 
virtud de la divergencia de la serie armónica, Cap. V, n? 1), la validez de la (19 
queda demostrada. 

Tras estos dos lemas podemos demostrar que : 
IX -La fórmula (12) vale para |xl<1 , cualquiera sea 4; 
para x=1 solamente si a >-1 
Dem. Observemos primeramente que para x=1 ,a < -1 la (12)no pue 

22 a 
de ser cierta ya que la serie > () no converge, al no ser válida la (14). 
k=0 

Pasemos a demostrar las otras afirmaciones, aplicando el teor. 1 y conside - 
rando separadamente los dos casos 0<xS<1 , -1<x<0 /para x=0 la (12) 
es evidente_/ We 

En el primer caso 0<x<1  , conviene escribir el resto Rp 0) bajo la for- 
ma de Lagrange (2) : 


1 S pa E 
A (.,) a EJ con 0 < 


<E <x); 
a-n-1 
puesto que 1+E >1 ,apenassea n> a -1 setendrá (1+E) < 1 y 
por lo tanto, 
a n+1 p% 
Re 1<1 (5) * ! (para n>a-1) . 
Recordando las (13), (14) se ve precisamente que 
para 0<x<1 cualquiera sea a 
Ji Ayto =o 
para x=1 Ms - 


En el segundo caso -1<x<0 , conviene usar para el resto la expresión de 


Cauchy (3) 
n 
Ry (e) =x ERE a la-1).. 


- al 
= (+0 (.5,) x cer (a +8) E (con x<E<o) 
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Siendo 1>1+E>lx>0 , | E ESE <-x=1| xl  , se tendrá 
1+8 1+58 
1 0(,5) | sia -1>0 


a 1 2-1 
EXTRS (on ) ES a 
E 1 5) 1 iia 1<0 Ñ 


y entonces, recordando la  (13') : 
lim Rx) =0 (para -1< x< 0 cualquiera sea a) . 


El teorema queda así demostrado. 


En los ejemplos precedentes la deducción de la serie de Taylor ha sido bastante 
fácil, ya que se pudo establecer rápidamente la expresión de la derivada k-esima 
de la función considerada. No siempre eso sucede y, a menudo, conviene llegar de 
modo indirecto a la serie de Taylor. Con ese objeto es útil observar que tal serie 
es una serie de potencias del binomio x-xg ,o sea que proporciona 
para una función f(x) un desarrollo en serie del tipo f(x) as xp . Ve 
remos más adelante (n% 9) que tal desarrollo es necesariamente único y enton — 


ces, cualquiera sea el modo que se utilizó para llegar a él, se puede asegurar que 
f xo) 


el mismo coincidirá con la serie de Taylor (es decir, se tendrá ag= E 


) «De 
mos otros dos clásicos ejemplos. 

6% Serie del arco tangente, Es la serie de Mac Laurin de la función f(9= 
=arctg x , ala que llegaremos desarrollando en serie a la derivada ro 
€ integrando luego la serie obtenida. Aplicando la (12) con a =-1 yescribien- 
do x2 en lugar de x (o, si se quiere, pensando en la serie geométrica de ra- 


zón -—x2) se encuentra 


o SN => (A E (para -1<x<1 ) + (15) 
14x2 =0 


Llamemos A alintervalo [-1,1] y N al conjunto formado por los dos pun 


tos -1,1 , de modo que podemos decir que la (15) valeen A-N . Observe- 


mos entonces que: 
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a ) los términos de la serie (15) son funciones continuas en A ; 


8 ) considerada una suma parcial cualquiera z (yk xk de dicha serie, se 


tendrá en A 
» k o 1 (ara 2 
SA a 
0 a 1+x2 a 


con He continua y, por ende, sumable en A ; 
Y) la serie (15) converge uniformemente en todo dominio medible T  conteni- 
doen A-N , ya que converge totalmente en todo intervalo [ -a,a] , con 0< 


<a< 1 ., (Enefecto, en tal intervalo se tiene | (ay xx Is ¿XK y la serie 


? ak es convergente. 


Entonces, en A , y por lo tanto en todo intervalo contenido en A , se satis 
facen todas las condiciones del teor, VI deln%4 y, en consecuencia, fijado en 


A cualquier punto x ,dela (15) sigue 


x x 
A ES (ay Es dt, (para -1<x<1 ) 
o 1+t =0 5 
o sea 
k +1 
arc tgx 2 (1) , (para -1£x<1 )(16) 
E 2k+1 


que es la serie de deseábamos calcular. Sugerimos al lector demostrar que esta 
serie converge absolutamente solamente para | xIl< 1 

7%) Serie del arco seno . Es la serie de Mac Laurin de la función f(x) = 
=arcsenx  , que está definida para -1£ x £ 1 . Obtendremos tal serie con 


un procedimiento análogo al precedente. Considerada la derivada £bo) = 


se tiene, aplicando la (12) con a =- + y escribiendo x? en lugar de x 


1 
1 e" k 1439 E 
47? ( ¿Jo 5 Ra E (para -1<x< 1). (17) 
=| y] 


2:4-6,..,,2k 
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Con las notaciones de antes, se tiene que los términos de esta serie son funcio- 
nes continuas en A ;que, considerada una suma parcial cualquiera de dicha se- 


rie, se tiene en A-N: 


con —L— continua en A-N ysumableen A (ya que en los puntos -1, 
1 presenta un infinito de orden + ) ; que la serie (17) converge uniforme— 
mente en todo dominio medible T contenido en A-N , ya que converge total— 


mente en todo intervalo [ -a,a] con 0<a< 1 (enefecto, en tal intervalo 


es Liu DD a aX y la serie formada con es - 


2.4 ,... 2k .... 


tos últimos términos converge). 


Entonces, por el teor, VI del n% 4, se tendrá para todo punto x de A 


x x 
dt 2 1:3-5,....(2k-1) ¿2 d 
= le 
E 2:4:6,.... 2k 
0 
o sea 
2k+1 
s EE 1:35 ,...(2k-1)  x y 
arcsen X=xX+ ke 2 » (para -1£xS1), (18) 


que es la serie buscada. Se ve inmediatamente que la misma converge absoluta - 


mente para todos los x indicados. 


7-CALCULO DE INTEGRALES POR MEDIO DE SERIES. 

Los teoremas de integración por serie vistos en el n* 4 permiten, en muchos ca 
sos, el cálculo de integrales que, por otro camino, no sería fácil efectuar. Sup 
gamos que f(P) sea una función sumable en cierto dominio medible A y que 
se haya logrado (en A o, almenos, en A-N ,con N conjunto cerrado y 


de medida nula) desarrollar la f(P) en una serie de funciones Ae (B): 


£(P) DE A» (a) 
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con las % (P) sumables en A y sus integrales fa (P) dT de fácil cálculo, 
A 

Entonces, siala (1) lees aplicable uno de los dos teoremas V,VIdeln04, 


se deduce 


[0-2 QBJar, 
A kl 


por lo que, con las sumas parciales de la serie aquí escrita, se podrá aproximar 
cuanto se quiera la integral buscada. 

Demos algunos ejemplos para integrales de funciones de una variable; advirta— 
mos que en estos ejemplos las integrales consideradas no se pueden calcular por 
medio de la función primitiva, pues ésta no se puede expresar en forma elemen - 


tal. 


1 
19) Calcular A dx  . Sabemos que la función senx admite, pa— 


0 
3 5 
ra todo x, el desarrollo en serie x - Sí + mi a ; entonces 
SNX -1]- e me e ES = (y zz 
E ATA TD 


=0 
y es fácil reconocer que esta serie es totalmente (y, por ende, uniformementejcan 


vergente en [0,1] . Por el teor, V del n% 4 se tendrá, entonces, 


1 1 k 
sen x (50 7 CON (1) 
| E 2 er f> E ana 
(1 A 0 pa 


Esta serie tiene sus términos con signos alternados, decrecientes en valor ab= 
soluto. De ahí que, por el teor. III del Cap. XIX, nos , Sus sumas parciales de 
orden impar (o par) den valores aproximados por exceso (o por defecto) de la in. 
tegral buscada. Por ejemplo, con las sumas parciales de orden 5 y 6 seob- 
tiene: 


1 
0, 946083073 > / => dx > 0,946083070 
0 


El 
2% Calcular Í, e*dx . De la serie exponencial, escrita con x? en lu 


garde x surge, para todo x 


PS A E 
mx 2: 3! k! 
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y esta serie converge totalmente (y, por ende, uniformemente) en todo intervalo a 
cotado del eje x  . Entonces, por el teor. V del n% 4, se tiene 
3 1 
j ax + eE CI a 
=0 


k E 
o bo K=0 (Qk+1) 22H 


Vale la misma observación que en el caso precedente, con las sumas parciales 
de orden 5 y 6 se pbtlens 
0, pesescar > ae dx > 0,46128100 
3% Calcular E herpes (esta integral tiene sentido porque, en el punto x=1 
la función a a SE infinita de orden —L ). Usando la serie binomialco 


a= + y escribiendo Xen lugar de x , se tiene 


-+ 
da ( Aa LRD O ara 1 1) 
via? Ter Ak 


2-4,... 2k 
y con un razonamiento del todo análogo al hecho-en el ejemplo 7% del n% prece — 


dente, se ve que es aplicable el teor, VI del n9 4 , por lo que se tendrá 


Esta serie es de términos positivos, por lo que sus sumas parciales dan valores 
aproximados por defecto de la integral, Sin embargo, como es de muy lenta con — 
vergencia, es necesario sumar más de 20 términos para obtener el valor 1,32... 


con dos decimales exactos. 


8 -SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES COMPLEJAS. 
Diremos que una sucesión de funciones complejas (de variables reales) 
(sr ] = [an(er+1bp (2) ] 
es uniformemente convergente en un conjunto E si lo son ambas sucesiones 


[an(P) l A [ bn(P) ! de funciones reales, 


257 XXVI -8 
En virtud del teor, I del n% 1 y de las desigualdades 
[2m(P) -ap(P) | 
< | m0) < |2mP) -2 2 | +] bm(P) - bp(P) | 
|bm(2) - bp(2) | 
se ve que, condición necesaria y suficiente para que la sucesión (1) sea unifor- 
memente convergente en E esque, dado E >0 , exista un índice v  (de—- 
pendiente sólo de E  )talque, para m>>? , n>>» , resulte para todo 
PEE 
[m5 |<e e 
Se ve inmediatamente que continúan valiendo todos los teoremas de los n%8 2 y 
3, 


Análogamente, para una serie de funciones complejas, 


La Mel Pp, Os (6) 


diremos que tal serie es uniformemente convergente (o totalmente 
convergente) enel conjunto E silos son ambas series 2 2% (P) , 
au Pu (P) de funciones reales. 


En el caso de la convergencia uniforme se reconoce inmediatamente que la de= 


finición dada es equivalente a esta otra: la sucesión de las sumas parciales 1, Pr 


EN n n 
, 3] 
-) ee (P) =) ak (P) + 1) P, (P) es uniformemente convergente en E, 
k=1 k=1 k=1 
Y entonces, transformando la (2) , se ve que condición necesaria y suficiente pa 
ra que la serie (3) sea uniformemente convergente en E esque, dado E > 0, 
exista un Índice y (dependiente sólo de €  )talque, para n>vY y p ar- 


bitrario, resulte para todo punto P € E 


n+ 
A e. _) 
=n+1 E 


Es obvio que continúan valiendo los teor. II, IH,IV,V,VI del n? 4 . En el caso de 


<E€ 


la convergencia total, de las desigualdades 
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[ESSSN 


< le (PNsS 1 (1 +1 m1 
1A0 1 k % A 


se deduce que la serie (3) es totalmente convergente si y sólo si , lamando con 

Lk al extremo superior de 1% (P) | , cada L, es finito y la serie pa 

es convergente. Resulta asf, como en el n% 5 , que si la serie (3) es totalmen- 

te convergente en E , será allí también absolutamente y uniformemente conver 

gente. 

9- SERIE DE POTENCIAS Y SERIE DE TAYLOR EN EL CAM- 
PO COMPLEJO. 

En el n% 6 hemos observado que la serie de Taylor de una función real f(x) de 
punto inicial xp ,esuna serie de potencias del binomio x-Xxp . Eles 
tudio de tales series de potencias puede realizarse de modo mucho más profundo 
considerándolas en el campo complejo. Si z=x+iy es una variable compleja y 
Zy = Xq +iyog un valor fijo de la misma, llamaremos serie de potencias, 


de punto inicial z¿ , toda serie del tipo 


a OS 0) 
=0 


donde los coeficientes A Son constantes prefijadas (reales o complejas). 
Evidentemente la serie (1) resulta convergente para z= Zy (con suma a) 
y es natural preguntarse si existen otros valores de z para los que dieha serie 
converja. Con respecto a esta cuestión, comencemos estableciendo el siguiente te. 
orema: 
I-Si la serie (1) converge en un punto z¡%zZ¿ , convergerá 
también absolutamente en todos los puntos z para los que re 
sulte | Z-zp91<1 Z¡-Zp91 (es decir, interiores al círculo de 


centro Zq y radio | z, -2g1). 
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Dem. Por hipótesis la serie y] Ay (21 > ze converge y de ahí que 
k=0 


¿um axe 62, 29 o 
Pero si una sucesión converge, el conjunto de'los módulos de sus términos está 


acotado, y entonces existirá un M> 0 talquel al 12, 21m (Se 


Consideremos ahora el módulo del término general de la serie (1) que , para 
12 -2o | 2,-% | puede mayorarse como sigue 


IZ -Zol z-Z E 
0 M 21 


k k 
1 220) = 1811717 %01 S 
121-201 £1=50 

Resulta así que la serie de los módulos de los términos de la (1) queda mayo- 
rada por.una serie geométrica de razón menor que 1 y, por lo tanto, convergen 
te, La (1) es entonces absolutamente convergente para |Z-Z¿ |< 12,7 201 
que es lo que querfamos demostrar. 

Consideremos ahora el conjunto de todos los puntos z enquela (1) conver- 
ge e, inmediatamente, el conjunto E formado por los módulos de las diferen - 
cias z-z( (conjunto que no es vacío porque contiene, al menos, el cero) . De- 
signemos con r el extremo superior de tal conjunto E (puede ser, r=0, 0< 
<Y<+oo , r=+00 ) y demostremos que: 

U-Si r=0 ,la serie converge sólo para 2=2p . Si r es.fi 
nito y mayor que cero, la serie converge absolutamente para 
todos los z que verifican la condición | Z-Z¿|< r y no con 
verge para lz-zyl|>r .Si r=+o00 la serie converge absolu- 
tamente para todo z 

Dem. Sea r finito 3 0 .Para | z-z,¿|>r mostraremos que la serie no 


puede converger, Supongamos, en efecto, que existe un punto z  verificante la re 
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lación |z-z¿|>r , enel que la serie converja. El número | z-z¿1 debe 
pertenecer al conjunto E y se llega así al absurdo de haber encontrado un núme 
rode E mayor que su extremo superior. Entonces, si r=0 la serie conver- 
ge sólo en Zqy;si0 < r < +00 la serie no converge para | Z-2p|>r . 

Supongamos ahora 0< r g+0o0o., Fijado un punto” z talque | z-z¿Kr, 
por una conocida propiedad del extremo superior existirá un número P del con 
junto E que verifica la desigualdad | z-z¿l1<*?<r y, además, un punto 
Z, ,adistancia $ de Zy en el que la serie converge. Siendo | z -z¿ < 
<l 7, -2 Il, el teor. I nos dice que nuestra serie converge absolutamente en el 
punto Z  ,quees lo que queríamos demostrar , 

Del teorema recién demostrado resulta entonces que, dada una serie de 
potencias de punto inicial % , queda determinado en corres- 
pondencia con dicha serie un número r (con 05 r<+00 )que 
verifica las dos propiedades: 

a) habrá convergencia (absoluta) de la serie en los puntos z 
para los que se cumple | z-zp¿|<r (si existen, es decir, si 
r >0); 

b) no se tiene convergencia de la serie en los puntos z pa- 
'raslos que | z-z¿|>r (si existen, es decir, sí r<+00). 

Es además evidente que este número r es único y está completa- 
mente caracterizado por las dos propiedades a) y b) . 

Se puede también decir: si se describe con centro en el punto inicial z, un cfr 
culo C deradio r (que se reduce al único punto Zy si r= 0 y coincide 
con todo el plano si r=+00), la serie de potencias arriba conside 


rada converge absolutamente en todos los puntos interiores 


al círculo C y no converge en los puntos exteriores a  C. 
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Tal círculo C se denomina el círculo de convergencia yel número 

r ,el radio de convergencia de la serie de potencias. El conjunto de 

los puntos interiores de C es llamado el campo de convergencia de di- 
cha serie, 

Notemos que el teor. 1 no dice nada sobre la naturaleza de la serie (1) en 


los puntos de la circunferencia que limita C  ,esdecir, para | Z-Z,| =r ; 


0 
en efecto, en tales puntos nada puede afirmarse, en general y la cuestión debe es- 


tudiarse caso por caso (véase el sucesivo n% 10). 


Para el cálculo del radio de convergencia r de una determinada serie de po - 
tencias, conviene tener presente el siguiente teorema que, aun no teniendo vali — 
dez general, permite en muchos casos una rápida determinación de tal radio . 

IM -Dada la serie de potencias (1) ,si sus coeficientes e . 


son definitivamente distintos de cero, y si existe el límite 


lim 


kw 


ay+1 a 
IE +A Org) 
su recíproco = + <+too) será igual al radio de conver 
gencia r de la serie en consideración. 


Dem, En efecto, para z%kzp se tiene 


k+1 


Ag e 2) +1 


=|2Z-Zy |», 


ji, - verso liia | 


ay, (2-2p) 
y, recordando el criterio del cociente (teor. IV! de Cap. V, n% 4), se ve que, si 
12 -Zy1|A<l osea |1Z2-zpy1< e la serie (1) converge absolutamen— 
te; si, en cambio, | Z-Zy1 A >1 ,0sea]z-2p1> na , la serie no con — 
1 


verge. Por lo tanto, e coincide con el radio de convergencia r ,quees lo 


que queríamos demostrar. 


Considerando, por ejemplo, en el campo complejo (es decir, escribiendo  z 
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en lugar de x )las series de potencias tratadas en el n% 6, el teorema preceden 
te permite determinar inmediatamente sus radios de convergencia. Se encuentra a 


sÍ que las series!*) 


1+ 3 (2) 


1+ 1) 
(4) 
ei id a AD: Bd 
2 4 pS 2k 
z z k z 
di A - =l: (5; 
2 4 ¿MN En (2)! e) 
3 5 2k+1 
AE z 
A 1] —_——— 6 
3.5 e , (2k +1)! a 
tienen radio de convergencia infinito, mientras que las series 
2 3 4 k+1 
O 20 Eo a) 
(8) 
(9) 
3 5 pS 2k+1 
EE TT. 3-5 B. 1-3-5,...(2k-1) z 
AE A Ba. HT an 
tienen radio de convergencia igual a 1 +. Nos ocuparemos poco 
más adelante de las sumas de estas series (ya conocidas en el caso z real). 
% A las (3), (5) el teorema IV se les aplica considerándolas series de potencias de 22 ; lo 


mismo para las (4), (6), (9), (10) tras haberlas dividido por z 
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Cada término de la serie de potencias (1) es una función holomorfa de z (en 
todo el plano) y, por lo tanto, derivable de modo complejo (véase Cap. XVI1,n9S 
4,5, 6). 
Entonces, junto a la serie (1) puede considerarse la obtenida derivándola tér. 


mino por término, que se escribe 
s kay (2 - PE o también ) (k+1) A 2 enraid) 
=1 k=0 


Se trata todavía de una serie de potencias y es natural preguntarse cuál será su 
radio de convergencia, Respecto de esta cuestión, se tiene el teorema; 
IV -Dada la serie de potencias (1) con radio de convergencia 
r , la serie (11) , obtenida derivando término por término 
la serie (1) ,tiene el mismo radio de convergencia de la se 
rie dada. 


Dem. Sea r' el radio de convergencia de la serie (11) ;evidentemente  r 


también será el radio de convergencia de la 


pu ka, (2 - 2. (12) 


que se obtiene multiplicando todos los términos de la (11) por (z - 20) Ú 
Supongamos | Z -Zp|< r ; para tales z la (12 será absolutamente 
convergente, y como es | ag (z - 21 € JE ak (z - 2. |, también la (1) re 
sultará absolutamente convergente para | z - z ixr. Entonces, necesaria — 
mente es 
rosr , (15) 
Supongamos | z-Z¿|<r . Entonces, fijado un punto 3 de modo de tener 
se | z -2p1 1 5 -291 < r ,la serie a a (3 295 resulta absoluta 
mente convergente, de donde la sucesión descripta por ay (3 - 2 tiene lími- 


te cero . De aquí surge que tal sucesión está acotada, es decir, que existe un nú— 
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mero M>0 tal de tenerse, para todo k , ¡| a (3 216 M. Tras esta 
afirmación, poniendo | = 2 | =P (con 0<?<1 ), puede escribirse 
=>>50 
k k .>=2p) le k 
Ika, (2-2) 1 =1 a (3-21 US < Mk9 


Lo k 
Siendo 0< P? <1 , la serie z k9 es convergente (como se ve inme- 

=0 
diatamente con el criterio del cociente) ; de esto y de la desigualdad precedentesi 
gue que la (12) es absolutamente convergente para | z -z¿1< r . Entonces, 
necesariamente será 

1 
Er (14) 


De las (13) y (14) sigue r't=r es decir, la tesis, 


Pasemos ahora a estudiar la suma de una serie de potencias que 
es, evidentemente, una función de la variable compleja z que resulta definida 
en el campo de convergencia de la serie considerada, Con tal objeto  señalemos, 
primeramente, el siguiente teorema: 

V-Si la serie de potencias (1) tiene radio r de convergen- 
cia no nulo, convergerá totalmente (y, por ende, uniforme — 


mente) en todo cfrculo | z-Zpl< r, ,donde r, es cualquier 


Al 


número prefijado menor que r 


Dem. En efecto; fijado un punto z, tal de verificarse | 2, -Zp1 


punto resulta interior al círculo de convergencia, y entonces la serie 


k 
> al 21 -Zp) converge absolutamente, es decir, converge la serie 
=0 


ES k so 
» Vaz (2 -Zp) 1 o la lr (15) 


Cuando z varía enelcírculo | z-Z¿1< r, se tiene | a (2 29 Ss 


< 1%! E , de lo que (junto a la convergencia.de la serie (15)) sigue pre- 


cisamente que la (1) converge totalmente para | Z-Zp1< rj- 
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Ahora podemos demostrar el teorema fundamental: 

VI-Si la serie de potencias (1) tiene radio de convergencia 
r no nulo, su suma f(z) será una función holomorfa en el 
campo de convergencia. En tal campo la f(z) admitirá deriva- 
das de cualquier orden y su derivada enésima (n=1,2,3,...)es 
tará dada por la suma de la serie que se obtiene derivando n 
veces, término por término, la serie dada. 
Dem. La serie (1) y la serie que de ella se deduce derivándola término por tér 
mino tienen el mismo círculo de convergencia C de radio r>0 (eventualmen 
te infinito). 


Pongamos 


12) 3% aa, a a a tea 5 (en CTC) 
= k=0 k=1 
ysies z=x+iy , se tendrá, como ya es sabido (Cap. XVII, n% 4) 
L [e fe J= at LES 15 a apo ss 
de modo que también puede escribirse 
g(2) 2 a es la, ae ]  ,o0, también 
k 
8(2) = +2 rl a (2-2) ] , (en C-7TC) y (17) 


Por otra parte, fijado un número positivo r < r ,lasdos series (16) con 
vergen uniformemente enel círculo C, definido por | z -z¿1< rn. En 
tonces (teor, II del no 4) tanto f(z) como g(z) serán funciones continuas en 
Cs; además, por el teorema de derivación por serie visto en el n  4,la f() 


resulta en C; «parcialmente derivable respecto de x yde y , teniéndose 


TEN de e k 
de pa id EZ 371 001 (en C,) 
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o sea, por las (17) 
He E ena). as) 

Teniendo en cuenta que Tr, €sun arbitrario número positivo menor que 

r , se concluye que, en todo punto interior de C ,la f(z) es contínua, ad— 
mite derivadas parciales E S E continuas y tales que resulta MEE = 
+ A . Entonces, por un conocido teorema (Cap. XVII, n% 4) la f(z) se- 
rá holomorfaen C- FC yporla (18) suderivada f'(z) será iguala g(3 
es decir, a la serie que se obtiene derivando la (1) término por término. 

Entonces, la £ (2) , Al resultar expresada por una serie de potencias que tie- 

nea C por círculo de convergencia, también será holoforma en C- FC y 
su derivada, es decir la (f'(z) , está dada por la serie que se obtiene derivando 
dos veces la (1) término por término. La misma cosa puede repetirse sobre la 
f"(z) y así sucesivamente, con lo que el teorema queda completamente demostra 
do. 

Este teorema afirma entonces que, dada la serie de potencias a+ ay (2-2p) + 
+a ¿e - a+ ¿dere y, ubicados en el interior de su círculo de iv EraRnai 
C  ,si ponemos 

12) = 2) +2 (2 -2p) +87 (2-2) Hoc c+. ; (19) 


esta f(z) resultará holomorfa en C y se tendrá 


Si en estas fórmulas se pone Z=Z¿ , se obtiene 


tz) £ (zp) 1 (2p) 
a9=f(2p) , 1= Sl 5 2. —— 5 3 — 5 


de modo que la (19) puede también escribirse 
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£(20) 
2 


10) =St0p + ELO a ap) + Ear +. A (20) 


Extendiendo una locución ya usada en el campo real, la serie aquí escrita en el 
segundo miembro puede denominarse la serie de Taylor dela f(z) , con 
punto inicial Zy Por lo que puede enunciarse: 

VI -Dada una serie de potencias 3 a e 2 , con el círcu- 
lo de convergencia C , la misma coincide con la serie de 
Taylor, de punto inicial Zo > relativo a la función holomor- 
fa f(z) que dicha serie define en el interior de C ,o también 

-Si una función f(z) ,holomorfa en un campo circular de 
centro z¿ ,es en dicho campo desarrollable en una serie de 
potencias del binomio z -2 , tal serie coincidirá necesaria 


mente con la serie de Taylor, de punto inicial zo» relati- 


va a dicha £(2)0) 


Apliquemos los teoremas recién demostrados al estudio de las series (2), (3)... 
se»s (10) . 

La serie (2) tiene radio de convergencia infinito y, por lo tanto, define en 
todo el plano una función holomorfa  f(z) = Ss E para la que se tiene 
f(z) > ZE e , es decir, flz) =1f(z) . 

Para determinar la expresión de f(z) , consideremos el producto a) 4 
cuya derivada, e*1 fi(z) -f(z)] , valdrá cero, por lo que tal producto será 
una constante C ,esdecir, f(z)=C e? , Pero f(0)=1 yentonces debe 


ser C=1 ¡esto permite la conclusión de que, para todo z , se tiene 


eE , Zetr.con la (7) del n% 67 (21) 


mM 
Es decir ana se tiene la unicidad del desarrollo en serie de Taylor como ya se había a - 


firmado en el n? 6 , La cuestión de la existencia de tal desarrollo será estudiada más ade- 
lante en el Cap, XXX . 
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Pasando a las series (3), (4) , sus sumas se calculan inmediatamente re — 
cordando las fórmulas cosh z= H cre e” , senh z= + ( a ey 


teniendo en cuenta la (21) . Se encuentra así 


de donde, para todo z se tiene 


ES 2k 2k+1 
a y E al o 67. 
cosh z= > senh z ESO /cfr. con las (8) del n? 6/, (22) 


Para las (5), (6) basta recordar que cosz=cosh (iz) , senz= 


= —Esemh (iz), para obtener, mediante las (22): 


cosa= 14 20, E Focos 


3 5 
senz=-—L (12 + 4220, Umi, 
i 31 5 
o sea que, para todo z , se tendrá 


2k 
cos . ye ar A sen 23 e SS be (cfr. cm las (9 deln99/.(23) 


Examinemos ahora la serie (8) que tiene radio de convergencia 1 . Lla — 


mando f(z) a la función holomorfa que tal serie define para | zl<1 ,es de- 


cir, poniendo  f(z) E) zx , se tendrá f'(z) 31 (0) El 2) 


(a) ¿E y, en consecuencia, (1+2)f'(Z) -a f(z) = (+ M1) (y + 


a k a a 
a =0 a 'videntemente 1 = -k 
()I> , ya que evidentemente es 0 (1,1) (a y) 
Consideramos ahora la potencia principal (1 + y” ,y analicemos , para 


Lz1<1 , la función ETS €) _ su derivada vale 
(*) Recordemos (Cap, XVII, n% 6) que la (1+z) es holomorfa y distinta de cero en el campu 
que se obtiene privando al plano de los puntos del eje real que tienen abscisa £ -1. Tal cam- 


10) 
(1+z) 9 


po contiene al campo circular | zk<1 y de ahf que la- es holomorfa para | z1<1. 


Y UPA 


269 XXVI - 9 


-a-1 

(1+z) [ (142) £'(2) -a f(2]=6 
y entonces la función en examen será, paralzl <1 , una constante C ;poro- 
tra parte, para z=0 , tal función vale 1 de dome puede concluirse que f(z)- 


=(1+2)% osea que para | zl<1 vale la fórmula 


ps 
(14 232 -2 (E) 2 /ófr. con la (2) del n% 6 7 (24) 
=0 
Pasemos a considerar la (7) . Poniendo, para | z|<1 , 


¿K 


ka 
£(2) = 3 (y A - , 
se encuentra f'(z) HE (ayezK | esdecir, /por la (24) escrita con a =-/ 
1 


(1 +2) 
Entonces, la f(z) tiene la misma derivada de la función log (1+z) (logarit — 


f'(z) = 


mo principal); por lo que la diferencia f(z) - log (1 + Z) es una constante C,que 
fácilmente se nota que debe ser nula, Se concluye entonces que, para | z|<1, 


vale la fórmula 
ka ¿K - a 
log (1 + z) = (1) UN, L cfr. con la (10) del no 6 / + (25) 
La (9) tiene una suma que se calcula inmediatamente, recordando la conocida 


expresión del arco tangente principal arctg z= + log 2 . En 


efecto; si se tiene en cuenta la (25) resulta paral zl< 1 


3 2 3 
A 


3 5 
1 z z 
= alo. +2 o] 
por lo que puede escribirse para l zl< 1 
29. 2k+1 su = 
iio (y OR 3  [efr.conla (16) deln” 6/ . (26) 


Por último, en lo que se refiere a la (10) , dejamos al lector la tarea de de- 


mostrar, con un razonamiento idéntico al hecho para la serie logarítmica (25)que, 
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para lz|<1 , vale la fórmula 


2k+1 > = 
arc sen z= 2 HB Y , /cfr. con la (18) del n* 6/ (27) 


donde el arcsen z E como de costumbre, el arco seno principal, 


10-EL TEOREMA DE ABEL. 
En el n% precedente hemos dicho que, en general, nada puede afirmarse sobre 


el comportamiento de una serie de potencias 


E a (2-2 wm 
0 


sobre la circunferencia Y , definida por z -2)=Y (donde r  esel radio 


del círculo de convergencia, suponiéndose 0<r<+ os ). Tomado un punto 21 
de Y , puede suceder que en 2] la (1) sea o no convergente; en el caso en 
que converjá nos preguntamos, ¿qué relación existe entre la suma de la serie en 
el punto z, yla función holomorfa f(z) quela (1) define en el interior de 
C? Referente a esta pregunta, nos será muy útil el siguiente teorema de Abel; 

I-Si la serie de potencias (1) converge en un punto EN A Zo 


convergerá uniformemente en el segmento que une el punto 2, 


con el punto 2, 159) 


Dem. Llamando con n,p ados números enteros, pongamos 
+ 
+ An+p (2-2) E . 


Por hipótesis, la serie > EN (27 de es convergente, Por lo tanto, dado 
k=0 


Rp a El ea +2n+2 ayi? A 


E> 0 , existirá un índice y (dependiente sólo de €  ) tal que resulte 
IBP eDyI<e , Para n>? , p=1,2,3,.... (2 


Los puntos z del segmento 22, se obtienen todos poniendo Dry e 


(*) El punto 2, no puede ser exterior a C . Si es interior, este teorema es consecuencia inme 
diata del teor. 'V del n9 precedente ; de ahf que el teorema de Abel introduzca una novedad preci- 
samente en el caso que z, pertenezca a la circunferencia Y 
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= 9 (21 -2p) y haciendo variar el parámetro real ?  enelintervalo [0,1] 


Sobre ese segmento se tendrá, en consecuencia, 


a 


1 1 2 2 
Rp p 21181 cd 151 a)” +2n+2 go (2 q) Foo op (2720) 


n+1 


y ep Baz CUR pl +2 PR (Rp pl = 


n+2 


any + n+p-1_ 


n+p, 


n+2 ¿n+3 
Ro ATI TOR y (lt HP O 


q ¿pED Bop (pd. 


Teniendo en cuenta la (2) y el hecho que, siendo 0£<2%<1 , las diferencias 


pal _pn+2 , , p PP _ pm P > son todas no negativas, se deduce que 


para n>y y p arbitrario, se tiene 


2 3 
TT CI RÓS EN 


n,p 


n+p-1 o PA ee 


... +9 
para cualquier z del segmento Zu» lo que prueba la tesis, 

Este teorema de Abel permite responder inmediatamente al problema que nos ha 
bíamos planteado al comienzo. En efecto, si en un punto 2, de la circunferen - 
cia Y de C laserie (1) converge, tal serie convergerá uniforme -= 
mente sobre todo el segmento Zy2, y entonces (teor. II del n% 4) su suma, 
sobre dicho segmento, será una función continua de z .Poro 


tra parte, sobre dicho segmento, (excluído el punto Z,) se tiene 7 meet 


f(z) , por lo que podemos concluir que 


2 a (2, -2p) = za f(z) (sobre el segmento 294) . (3) 
k=0 


Esta fórmula nos permite calcular la suma de una serie de potencias en un pun- 
to z, de la circunferencia Y de su círculo de convergencia, en el caso 
en que sea convergente en dicho punto, apenas se conozca la suma 
f(z) de tal serie en el interior de C. 


Apliquemos, por ejemplo, este resultado al estudio de la serie logarítmica (25) 
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2 3 
del n% precedente, sobre la circunferencia] z|=1 . Tal serie z- - + - bes 
puede suponerse obtenida a partir de la z - 2? + e - z* .... multiplicando sus 
términos por los números positivos 1, - á E a 2 » +... , Tespectivamen- 


te, números éstos que forman una sucesión decreciente e infinitésima, Por otra 


parte para | zl=1 (2% -1) la serie 222422 -2%+.,,., tiene sus sumas 


parciales acotadas puesto que resulta 


n 
2 3 non _ 1 - (2) 2 
A El is al E j 


Se puede entonces aplicar el teor, 1 del Cap. V, m5 y concluir que a excep 


ción del punto 1 , en todo punto de la circunferencia] 4=1 
la serie logarítmica converge. Para | z|<1 la suma de tal serie va- 
le log (1+z) y por lo tanto, aplicando la (3) , se tendrá que, fijado sobre la 
circunferencia | zl=1 unpunto z% -1 , resulta 


cs k 
ay 
Ei (-1) E a log (1 + z) (sobre el segmento 021) á 


Pero, siendo la función log (1+z) continua en todo el plano (salvo en los pun— 
tos del eje real con abscisa £< -1 ), será sin duda continua en dicho punto 2 
y el límite indicado valdrá, entonces, log (1+z,) . En definitiva tendremos (cfr. 
teor. VI del n% 6): 

IU -En todos los puntos del círculo |zlg£1 , excluido el pun- 
to -1 


se tiene 


eS ka ¿k 
log (L+2)=2 (1) — - 
k=1 


Si en esta fórmula, en lugar de z seescribe iz (otambién -iz )se obten 
drá una nueva fórmula válida para | zl< 1 excluido el punto i (oel 4 ),y 
entonces, recordando lo que se ha dicho en el n% precedente para llegara la (26) 
se concluye que: 


MM -En todos los puntos del círculo! z!lg<1 ,excluidos los pun 
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“4 ,se tiene 
== k z2k+1 
aretg 2=) (1 4 
%=0 (2k+1) 


Un estudio análogo podría realizarse para las series (24), (27) del n% prece - 


dente; pero, por brevedad, lo omitiremos. 


11 -SERIE DE FOURIER. 

Sea f(x) una función definida en el intervalo  [-oo, + oo ] ; diremos que tal 
f(x) es periódica, de período T , si para todo valor de x resulta f(x)= 
=f(x+T) . En virtud de esta relación es evidente que la f(x) queda comple- 
tamente determinada sobre todo el eje real apenas se conozcan sus valores en un in 
tervalo [ Xg, Xg + T) , donde xp denota un punto fijado arbitrariamente. Los 
gráficos de la f(x) en los intervalos [ xp + T, xp + 2,1 Xq +2T, xq +3T),... 

al xo TX» [xo -2T , Xp -T) ...., se obtienen del relativo al inter— 
valo [ Xp, Xxg*+T) mediante traslaciones según la dirección del eje x ,enun 
sentido o en el otro, de amplitud igual o múltiplo del período 'T . Es por otra par 
te evidente que, si la f(x) es períodica de período T, también tendrá por perí- 
odo a kT ,donde k esun número entero arbitrario, positivo o negativo. 

Llamaremos funciones periódicas simples, relativas al período T , 


a las funciones 1 (periódica de período arbitrario); cos ES , Sen E e E 


4Tx 4Tx 


(periódicas de período T); cos == tm (periódicas de período 
E ); cos EL , sen 6rx (periódicas de período Ly; «¿». 3, en gene 

3 E 2 3 e 
ral, cos 2 ” Sen 2 , con n entero positivo (periódicas de 


período í, . Todas estas infinitas funciones tienen T como período común ; 
por eso, cualquier combinación lineal de un número finito de ellas, con coeficien- 


tes constantes, representa una función periódica de período T . Tal combinación 


ay y 2kwx 2k o. 


á La 0 x 
lineal puede indicarse con + =1 (21, cos E bj sen Y recibe el 
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nombre de un polinomio trigonométrico de orden n  ,Porexten- 
sión podemos también considerar lo que se llama una serie trigonométri- 


ca, es decir, una serie del tipo 
a = Zkrwx Pax 
FEA —+ PK sn — > 5 


si esta resulta convergente en un intervalo [Xx xo + T), lo será sobre todo 


0» 
eleje x y definirá una función periódica de período T. 

En numerosas cuestiones de física matemática es de fundamental importancia el 
siguiente problema: dada una función f(x) , periódica de período T , ¿es po- 


sible representarla como una suma de una serie trigonómetrica (eventualmente re 


ducida a un polinomio trigonómétrico) ?, es decir, dada la f(x) ¿es posible de- 


terminar las constantes rs E b, Ay ba, +... de modo que se tenga 
SL 2 An 
fx)= + (a, cos 3 +b, sen 2£LX) ? (1) 


Si esto fuese posible, el primer término de la serie (prescindiendo del térmi — 


cos 


a x 2 
constante E ),osea, a + b, sen se denomina la prime 


mera armónica ola armónica fundamental de laf(x) ;los térmi- 


4mx 4m_x 6 ..x 6rx 
nos sucesivos, a¿3CcoS T + by sen >» Ag Cos 7 + bg sen > 
+..., Be denominan la segunda, tercera,..... armónica de la f(x) 


respectivamente. Su cálculo constituye lo que se llama el análisis armóni— 
co de la f(x). 

Para estudiar el problema así puesto, comencemos observando que puede supo- 
nerse T=2" ,Enefecto; para reducirse a ese caso bastará efectuar un cam- 
bio de variables, poniendo x= + E siendo É la nueva variable, 

Suponiendo, entonces, que la f(x) tenga período 2 T (siendo suficiente consi- 


derarla, por ejemplo, en el intervalo [ 0,21] ), la (1) se escribe 
100) = HL 4) (ay cos kx + by senkx) . (2) 
k=1 
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Demostremos el siguiente teorema: 
I-Si se supone que valga, para la función f(x) periódica de 
período 2", el desarrollo en serie (2) y que la serie sea 
uniformemente convergente en el intervalo [ 0, 2), los co 
eficientes Agr + bz, lo, bo, .... estarán necesariamente da — 


dos por las fórmulas 


E (e) 
a+ f(x) cos k x dx Ñ (k=0,1,2,....) (3) 
dE [100 són to a =1,2,......) p (4) 


Dem. Fijemos un entero m  ,nonegativo y multipliquemos ambos miembros 
dela (2) por cosmx ;obtendremos 


a eo 
f(x) cos mx = q 00m mx) (8, cos kx cos mx + by sen kx cos mx ) A 


La serie aquí escrita resulta, como la (2) uniformemente convergente en 
[0,2*w pa y, por lo tanto, puede ser integrada término por término (n” 4, te 
orema V), Se obtiene así 
15% cos mx dx = E jóos mu + 


Ef co mu “0, eso jEnGOs AO 


pero como se tiene 


" 0 simo 27 =0 si km 
cos mx dx m7 f eos tx cos mx dx Ñ 
21 sim=0 0 =* sik=m 


(*) Esto implica la continuidad de f(x) en (0,2m)/n% 4, teor. III] y, por lo tanto, tie. 


nen sentido las integrales que figuran en las (3), (4). a) 
(*%) En la (3) se pone en evidencia lo oportuno que resulta haber indicado con al térmi- 
no constante de la serie a 3 se hubiera escrito ay , habríamos debido Ei por se-= 


parado la fórmula 29 = AS dx. Es además fácil ver que, si en lugar de considerar el 


período 2w , nos has referido a cualquier período T ,las (3) , (4) deberían 
T E 
2 2ko.ux 2 2k..x 
sustituirse por 1 = 2) 16) cos ao, S 2 fi ELE 
por las ay 24 00) cos HT do), 109 sen 22 


A 
(***) Basta observar que | p (a, Cos kx cos mx + hb, sen kx cos mx)l £ 
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2. 

y / sen kx cos mx dx = 0 

y 27 

la fórmula precedente se reduce a la f f(x) cos mx dx= * Eden de donde 
" 0 
tE fi os mus $ (=P 
0 

Así queda probada la (3) , y de modo totalmente análogo, multiplicando ambos 


miembros de (2) por sen mx (m=1, 2, 


e integrando se prueba la (4), 


que es lo que queríamos demostrar. 


Es necesario obervar que este teor. 1 no resuelve el problema de desarro - 


llar una función periódica en una serie trigonométrica, porque, en esencia, lo su 
pone ya resuelto, e inclusive, en condiciones más restrictivas que aquellas indi — 


cadas poco antes (ya que se admite la convergencia uniforme de la serie y, en con 
secuencia, como ya se observara, la continuidad de la f(x)). Tal teorema tiene 


sin embargo, el mérito de fijar nuestra atención sobre los números A Dro defi- 


nidos por las (3), (4) y sobre la serie trigonométrica que los tiene por coeficien- 
tes, Los citados números a, by están completamente determinados por la fun- 


ción f(x) y tendrían sentido también con la única hipótesis de que la f(x) sea ge- 
neralmente continua y súmable en (0, 2 ); tales números se denominan los co—, 
eficientes olas coordenadas de Fourier de la f(x) y la serie trigo- 
nométrica que los tiene por coeficientes se llama serie de Fourier relati- 


vaa dicha f(x). 


Podemos entonces decir: dada en el intervalo [ -oo, coJuna fun- 
ción generalmente continua f(x) , periódica de período 2 , 
sumable en [0, 2 " (y, por ende, en todo intervalo del tipo 
[xo> xp + O se llama serie de Fourier relativa a dicha f(x) 


a la serie trigonométrica 


O) (aj, cos k x + by sen k x) 65) 
k=1 


m+ 
« (a, Cos kx + by sen kx )| y recordar el teor. Ideln? 4. 
41 
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escrita dando a los coeficientes ak PESA A be (k=1,2,....) los 


valores po por las fórmulas 
" 


2 

ar = 1 | £(x) cos k x dx d isaac o (6) 
De 

ns 0 “o 


Naturalmente, de todo lo que se acaba de decir no resulta que esto implique que 
la serie de Fourier de la f(x) converja y tenga por suma la f(x) . Más aún;en 
general, tal cosa no es cierta. Sin embargo, bajo condiciones bastante amplias, 
puede decirse que la serie de Fourier representa la función de la que proviene y 
resuelve, entonces, el problema del análisis armónico de dicha f(x) .- 

Sin introducirnos en este estudio nos limitaremos, para comodidad del lector, a 
enunciar, sin demostración, un teorema que es en gran medida suficiente para las 


aplicaciones más comunes. 


Antepongamos algunas nociones. Recordemos, primeramente, del Cap, VI, no 


3, que si xp esun punto singular de la f(x), se lo considera como una dis- 


continuidad de 1% especie cuando existen finitos los límites lim. f(x) 


EE 
/ímite a la izquierda, que simbolizamos con f(x, 37 y jim e) /Vímite a 


la derecha, que simbolizamos con 1(xp »/ , y éstos son distintos entre sí (véa, 
se fig. 62). 
Recordemos además, del Cap. VI ,n%2 que, si Xy es un punto de con- 


tinuidad, se dice que en xp la f(x) es derivable a la izquierda Do 


£(x) -£(xp) £(x) L(Xp) 
a la derecha 7 si existe el límite O Peli Y 


(ver fig. 63) ; si estos dos límites coinciden, la f(x) es derivable enel punto 


xo 


Por último, si Xg es un punto de discontinuidad de 1% especie , diremos que 


en Xq la f(x) esderivable a la izquierda Lo a la derecha / si 


(*) En virtud de la periodicidad de la f(x) , estas fórmulas pueden también escribirse con las 
integrales extendidas a cualquier intervalo del tipo [ x ,x +2*]; por ejemplo, al intervalo 
Eror)d 


7 (ver fig. 


10) - 1x3 E £(x) - £(xg + 
pta df" im Alai y Fe 


existe finito el 1 
xxp* Xx -X 


o x -Xo 
64.) . 

Señalado esto, enunciamos el teorema a que hicimos referencia: 
U -Si la f(x) , periódica de período 2* , es generalmente 
continua y sumable en [0,2* ],se tiene : 1 en todo punto 
Xy en el que f(x) sea continua y admita derivadas a la iz — 
quierda y a la derecha (en particular: que sea derivable), la 
serie de Fourier relativa a la f(x) converge y tiene por su- 
ma f(xp) ;2) en todo punto xg dediscontinuidad de 1% espe 


cie en el que existan tanto la derivada a la izquierda como 


la derivada a la derecha de la f(x) ,la serie de Fourier re- 
£(x9 3 + £ (Xy +) 


2 


lativa a dicha f(x) converge y tiene por suma 
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Ilustraremos este teorema con algún ejemplo; pero previamente señalemos dos 
notables casos particulares de series de Fourier. 

Supongamos que la función f(x) , periódica de periodo 2 T. , sea una fun — 
ción par esdecir, tal que resulte f(-x) =f(x) , por lo que su diagrama re- 
sulta simétrico respecto del eje y . Enese caso, escribiendo 

" 0 " 

=L =L po 

ay [ 100 cos loc x= f 10x) cos loc dx + $ DES cos kx dx 
a Y 1 
of £(x) sen kx ax=A, f(x) sen kx dx + =$ 1(x) sen kx dx 
e " 

y realizando en las integrales entre - * y 0 la sustitución x=-E ,se ve 
inmediatamente que resulta 

se E [[109 costos y (k=0,1,2,....) ; 

" 
by =0 y A PA »; 
Análogamente, si f(x) esuna función impar ,esdecirsi f(-x)=X4(x) 


(diagrama simétrico respecto del origen), valen las fórmulas: 


ay A (k=0,1,2,....) ; 


* 
dl P A) 


Podemos entonces enunciar: 
KI -Si la función periódica f(x) (de período 2) es una función 
par, su serie de Fourier es una serie solamente de cosenos , 


que se escribe 
* 
a es 
=> ) % cos kx 5 con a 2-/ f(x) cos kx dx; (7) 
k=1 0 


sies una función impar , su serie de Fourier es una serie 


solamente de senos, que se escribe 


En " 
a E 

y Pe sen kx 5 con a + f(x) sen kx dx (8) 

k= 0 

En los dos casos particulares contemplados por este teorema basta evidentemen 


te dar la función f(x) enelintervalo [ 0, y ], ya que una f(x) allí defini — 
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da puede prolongarse siempre sobre todo el eje real de modo que resulte periódi- 
ca de período 2 " y, al miemo tiempo, función par o función: impar, Sigue que 
toda función f(x) ,definida en [ 0,7 ],que verifique jas con- 
diciones del teor. II , puede ser desarrollada en serie trigo 
nométrica de solamente cosenos o de solamente senos 


Consideremos, por ejemplo, la función y=x en[ 0,% ] y prolonguémosla 


de modo que resulte una función impar , periódica de período 2" (fig. 65) , 


Y 


y 


IE 2H META *% 


Fig. 65 Fig. 66 


La serie de Fourier de la función así obtenida es una serie sólo de senos con los 
" 
Ñ E = (12 
coeficientes Ph proporcionados por bx A fl x sen kx dx = ( Hz , Por lo 


que tal serie se escribe 


sen Xx sen 2x ¿Sen 3x sen 4x 


A ETE ) (9) 


Por el teor, II la suma de esta serie en todos los puntos interiores del in 
tervalo [- *w,w] (que son,precisamente ,los puntos donde la función considera 
da es derivable) vale x ;¡enlos extremos -*", Y (que son puntos de disconti- 
nuidad de va especie, y existen las derivadas a la izquierda y a la derecha) tal su— 


ma vale cero . 
Efectuemos ahora la prolongación dela y=x de modo de lograr una función 
par , periódica de período 2 T (fig. 66) . La serie de Fourier de la función así 
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obtenida es una serie sólo de cosenos, con los coeficientes a dados por 


T sik=0 
" 
047 Ef scontoras - 0 sik=2,4,6,..... 
" 
0 
A A 
” k2 


por lo que tal serie se escribe 


+... 


) 


M4 (-<08x ,.cos3x cos 5 x 
A E q 

Por el teor, II la suma de esta serie, en todos los puntos del intervalo [- 1, "] 

* (que son todos puntos de continuidad donde existén o la derivada o las  deriva= 


das a la izquierda y a la derecha) resulta iguala | x |. 


Conviene aquí indicar otro modo de escribir la serie de Fourier de una función 
f(x) , ya que es muy usado tanto en teoría como en las aplicaciones. Si en la se- 
rie (5) se expresan las funciones cos kx 


, senkx por medio de las fórmu- 


las de Euler, surge que tal serie puede también escribirse 


ES ¿kx ¿kx ¿le _ lo 
+A cr 
=1 
a sE ikx +i ikx 
A e, 
o también 
E NP (10) 
1 
donde 
a ak -iDx ay + id 
5 0 e E 
IC: E EA ey 
Se conviene además en escribir la (10) bajo la siguiente forma 
des, ihx -2ix 


A ix ix 
=....+Cy e +*C; € +C9+C, e +Cy e 


es decir, bajo forma de serie bilátera , pero con la convención de que las 


sucesivas sumas parciales de esta última deben ser formadas de modo simé— 
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trico como lo indicamos a continuación 


As ix 2ix 
e +Cy¿+C, e +Cje +.. 


AA A 


ya que solamente con tal ley de formación se obtienen las mismas sumas parcia — 
les que las de la (10) , quees, en la que en realidad pensamos cuando escribi — 
mos la (12) 

Nótese además que de la (11) sigue, recordando las expresiones de a De da 


das por las (6): 


ñ 20 2n 
NA 4, 100) cos kx dx 7 1 fix) sen kx dx ]= 


-=+ je o 
y que esta fórmula vale también para k=0 . Por lo tanto cuando nos referimos a 
ila forma (12) de la serie de Fourier de f(x) , puede decirse que los coeficien 
tes Ch están dados por! pa fórmula 
a-+/ ia E az 5 M=0 EL. EX dr (18) 
En conclusión: la serie de Fourier de una función puede ser escrita bajo la de— 
nominada forma exponencial Yo, ¿e , con el significado antes a - 


h= -0o 
clarado y con los coeficientes Ch dados por la (13). 


Hagamos por último una breve referencia a la relación existente entre las se— 
ries de potencias en el campo complejo y las series trigonométricas, Dada una se- 


rie de potencias 


=> k 
£(2) => a (2-2) , (14) 
k=0 
sea 2=2, +9 elo un punto en la que ella converge (y, por ende, es necesa— 


riamente P< r ,donde r denota el radio de convergencia de la serie) . Po- 


niendo también a =9, HB, , la (14) toma la forma 
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= k ¿ik 
Ll)? ee, Ire? clk _ 


k k 
? (a cos ku -By sen ko) +1) ? (B Cos kQ +a y senkg). 
0 k=0 


Supongamos, ahora, tener fijo 9 < r ¡entonces las dos últimas series escri 
tas son series trigonométricas que (n% 9, teor. V) convergen uniformemente al 
variar «“  enelintervalo [ -T "] y tienen por suma a la parte real U(p) y 
al coeficiente V() de la parte imaginaria, respectivamente, de L2y+9 ee, ; 
además, por el teor. I, dichas series son las series de Fourier de 
las dos funciones U(9) , V(w) 

En muchos casos esta propiedad continúa valiendo si * =r . Consideremos, 


A 


por ejemplo, la conocida fórmula log (1+z) E aya E que sabemos ( no 


10, teor, II) válida en todos los puntos de la circunferencia | z |=1 del circulo 


de convergencia, excluido el punto z=-1 , Por lotanto, para z= veo A. 


con - T< «q < T puede escribirse 


i e, kai ko 
log (1+ e e 2 (y == . (15) 


Pero, como se tiene 
i 
lr e Pl= y (140089) +sen 9 = 2 008 = , arg(l+ ee) = 


será log (1+ ete )log (2 cos a) +i e », ymentonces de la (15) sigue que, 


para - "<< T yalen las fórmulas 
k-1 coskx_cos cos 26 cos 3 
log (2c0s +) = 3 o) HE AA A (16) 


z a, 1) k-1 conte. seno _ sen Ya sen 39 _ qm) 


La (17) , ya era conocida L cfr, con la (9) 7 por nosotros y sabemos que el 


segundo miembro es, efectivamente, la serie de Fourier de la función + ._ 
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También el segundo miembro de la (16) es la serie de Fourier de la función par 
log (2 cos ul ; para probarlo basta demostrar que 


" " (y 
log (2cos LL dg=0 , 21 log (2 cos L) cos kg de 2D | que 
2 "ol 2 k 


=1,2,3 as) 


La primera de las (18) se demuestra con el siguiente artificio debido a Euler: 
Ll 


Mi o a e a a 
pros 3) pa log song 0 nl og sen cd rs Y - 


" 
al log sen Zas 5 


- yen la última la 


si en la penúltima integral realizamos la sustitución 


Q=2p , se obtiene 

5 es IL 

2 2 2 
[dos seno + log sen y d Y -2 f og sen y dp =0 
'0 0 0 


La segunda de las (18) se reduce, tras una integración por partes, a la 
" 


Í senkp tg Lady = (yl " 

lo 2 

que desciende inmediatamente de la fórmula 

sen k Y tg ES 5 (A cos p+ 2008 2p- 2008 3p+... yd, cos(k-1) q + 


mE cos k p ] p 
+ PS 


2 


que dejamos demostrar al lector, utilizando la cos x= 
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CAPITULO XXVII 


Funciones implícitas 


1-LA ECUACION f(x,y)=0 Y EL CONCEPTO DE FUNCION IM- 
PLICITA, 


Hasta ahora, hablando de funciones (reales) 

y = y(x) (1) 
de una variable (real), se ha siempre supuesto que ha sido dada explícitamen- 
te la ley según la cual y depende de x  . Peroesto no sucede siempre; en 
muchos casos lo que se da es solamente una ecuación 

f(x, y) =0 (2) 
que vincula entre sí las variables x, y y que no es de ne grado respecto de la 
y ,comola (1) . Se dice, entonces,que la y esuna función implícita 
de la variable x ,otambién que la (2) define implícitamente la y 
como función de x 

En algunos casos es fácil pasar a la forma explícita (1) resolviendo la (2) 
respecto de la incógnita y (por ejemplo, de la e e =0 sigue  inmediata- 
mente y=2log Lx! ); pero lo más frecuente es que tal resolución no se sepa rea- 
lizar. Incluso es necesario observar que aun en los casos en que se logre resolver 
la (2) respegto de la y , pocas veces se obtiene una función (1) con el sen 
tido que siempre se le ha dado a la palabra función, es decir, una función unifor 


me. Por ejemplo, de la ecuación x?+ y? -2y=0 queda definida la función a 


dos valores y=1% A , O sea que en esencia quedan definidas las dos fun 
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iciones y=1 +11 - x ,» y=1 NV 1 e? . Cuando se presentan estos casos 
'se suele comúnmente llegar, imponiendo oportunas limitaciones a los valores de x 
yde y ,a definir una función uniforme /ast, en el ejemplo precedente, las con 
diciones -1<x<1 , y>1 nos permiten descartar la segunda función /. 

Todas estas consideraciones inducen a estudiar el problema de analizar bajo qué 
condiciones para la función f y bajo qué limitaciones para x ypara y , la 
ecuación (2) es capaz de definir, en cierto conjunto E de puntos del eje x , 
una función uniforme y = y(x). 

Es evidente entretanto que, para que la ecuación (2) pueda definir funciones 
del tipo (1) ,esnecesario que tal ecuación sea compatible”, va 
le decir que, en el plano xy exista por lo menos un punto P (X,Y) cuyas coor- 
denadas verifican la (2) o, como también se dice, que exista por lo menos un 
punto solución de la (2) 

Observemos además que si, bajo ciertas condiciones, la ecuación (2) define 
efectivamente, en un cierto conjunto E deleje x , una función como la (1) 
ésta será tal de lograr que subsista en E la identidad 

M fIx,ye9] =0 , (3) 
Señalado esto, supongamos que la función f(x,y) que figura en el primer miem- 
bro de la ecuación (2) esté definida en un determinado campo (conjunto abier- 
to) A del plano xy .Fijadoen A un punto solución P(X,y) de la ecuación 
(2) , indiquemos con R unintervalo, del plano xy , que contenga P ensu 
interior y esté totalmente contenido en el campo A . Tal intervalo estará defini 
do por acotaciones del tipo 
X -hgxsgx+k 6 Y -m<ys<y+n (4) 


(*) Por ejemplo, la ecuación e**Y=0 es incompatible, porque no existe ningún par de valo- 
res x,y- que la satisfaga. 
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donde h,k,m,n designan números positivos. Es de notar que, una vez fijado 


R enelplano xy , quedan determinados los intervalos lineales que son proyec- 


tiones de R sobre los dos ejes :coordenados, es decir, el interva 
lo Rx=[X-k,xX+k] deleje x yelintervalo Ry=ly-m,y+nl del eje 
y 

Se dirá que la ecuación (2) admite solución única (0 también que 
tesunfvocamente resoluble) respecto ¡de la y , en un entor 
mo de su punto solución P (fijado), Ísi es posible encontrar un interva 
lo R del tipo antedicho tal que, para todo punto x € Rx ,existauno 
y solamente un punto y € R, que, junto a x » Propor= 
cione una solución (x,y) de la ecuación (2). 

Si esto sucede, resulta claro que el valor y ERy que corresponde unívoca- 
mente al valor x E Ry , noes sino una bien determinada función (uniforme), de 
finida en Rx , dela variable x . Naceasíen Ry una función y=y(x) que 
verifica la (3) , es decir, que está definida implícitamente por la ecuación (2), 
Tal función es evidentemente tal de resultar 

yR)=Y7l + (6) 

También puede decirse que, si nos limitamos a considerar la ecuación f(x, y) = 0 
en los puntos (x,y) ER  , la misma resulta equiyalente a la y = y(x). 

Queda por lo tanto establecido que la ecuación (2) permite definir implícita- 
mente y enfunción de x toda vez que, fijado un punto solución P se recono” 
ce que la (2) es univocamente resoluble en un entorno de P. 

Es precisamente estudiando la resolubilidad unívoca de la (2) en los*entornos 
de un punto solución (o, como también se dice, la resolubilidad en pequeño 
o local) que resulta mucho más simple el problema que nos hemos propuesto. 


_Vale, en efecto, el siguiente fundamental teorema de Dini: 
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1-Considerada la ecuación f(x,y) = 0 en la incógnita y, su 
pongamos que la función f(x, y) sea contínua junto con sus 
derivadas parciales primeras en cierto campo A, del plano 
xy . Supongamos además que, fijado en A un punto solu- 
ción P(X,Y) , resulta en dicho punto distinta de cero la de- 
rivada parcial de f(x, y) respecto de la incógnita y ; 
E 

En estas hipótesis la ecuación f(x,y) = 0 resulta unívoca 
mente resoluble, con respecto a y , en un entorno del pun 
to P y puede fijarse tal entorno R de modo que en to- 
dos sus puntos (x, y) resulte Ly (X, y) 0 a La función 


y = y(x) que de tal modo resulta definida en el entorno Ri 


del punto Xx  , será continua, junto con su derivada prime- 
ra, en dicho entorno. 

Dem. Fijado el punto solución P(x,y) se tiene, por hipótesis, — f(X,y)=0, 
ty, %0; supongamos, por ejemplo, que sea Ey (K, Y) >0, 

Como la ty es continua en el campo A , por el teorema de la permanencia 
del signo podemos construir un intervalo R' (X-h'£xS Xt", Y-kS y < Y+k) de 
centro P , contenido en A y tal que en todos los puntos del mismo sea todavía 
Ly(,y)> 0. 

Considerando entonces la función f(X, y), [solamente de la variable y_/ ésta 
resultará creciente en el intervalo Í Jk,y+k ] y (como se anula para y=y) 
negativa para y=Y-k  , positiva para y=y+k. Es decir, con lasnotaciones 
de fig. 67, se tendrá f(P,)<0,f(Pz)>0. 

Como la f- es continua en R' , aplicando nuevamente el teoremade la per- 


manencia del signo, podremos determinar un número h , positivo y no superior 
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Fig.67 


a h' talque, llamando con R alintervalo (X-hgxs<X+h, y -ks ys<y+k) 
que está contenido en R' (véase fig. 67), se tendrá en todos los puntos del tado 
inferior AB de R,f<0 y, encambio, será f >0 en todos los puntos del la 
do superior CD. 

Fijando ahora cualquier punto X del intervalo [X-h,X+h], la f(%, y) vie 
ne a ser una función de y queen el intervalo[ y -k,y+k] escreciente 
[pues [y (4, y) ES 07 y ains! un valor negativo para y=Y-k y un valor positi- 
vo para y=Y+k, 

Sigue que, en dicho intervalo, la f(X,y) se anula para un y solamente un valor 
Y de y 

Hemos logrado entonces construir un intervalo R  /'en el que se tiene 
1,66, y) > 0_7 tal que, para todo punto X de su proyección [ Xx -h,X+h] sobre 
eleje x existe un y solamente un punto Y de la proyección [ y -k , y+k] 


. sobre el eje y que, juntoa X  , proporciona una solución (X, Y) de la ecuación 
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(x,y) =0 . Queda asi probado que ésta es unfvocamente resoluble con respecto a 
y enun entorno del punto solución fijado M(X,y) y que define una función y = y(x) 
hara la que valen las 

X-h<xsx+h . Y -kSy<y+k , 

flx, y(x)] = 0 . T= ym 

Probemos'ahora que tal función es continua en el intervalo [ x-h,x+h] .En 

lefecto; si x, x+Ax son dos puntos de dicho intervalo e y(x), y(x) +A y los 
¡Correspondientes valores de la y(x) , se tendrá 

fTx,y0)] =0 s f[x+0 x, yx)+4 y] =0 ; 
¡Por otra parte, aplicando el teorema de Lagrange relativo a funciones de dos varia 
bles /véase la (8) del Cap. XVI, NO 77, puede escribirse 

Ix+Ax, y0)+Ay] -1,)=£,(E,n)Ax+fy(8,n)4y, 
¡con (E,n) punto interior del segmento que ufle los dos puntos [ x, y(x)] ,, 
[x+A x, y0) +A y ] . De todo lo dicho sigue 
£x(E,n)Ax+fy(E,n)Ay=0, 


¡de donde, siendo fy(E,n)>0 £ puesto que (E , n) es punto de R_7: 


tx(E,n) 
Ay TEmA* . (7) 


En R , por hipótesis, f(x) es continua y f(y) continua y positiva; existen 
entonces, dos constantes positivas a,b tales que resulta, para todo puntode R. 
1 £x1<a , ty>b 
De la (7) sigue, por lo tanto, 
LA yI<5 xl, 
por loque A y esuninfinitésimo para Áx —= 0 , probándose de este modo 
la continuidad de la y(x). 


Probemos, por último, que la y(x) admite derivada en [ x-h,X+h] y que 


esta derivada resulta continua .. 
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De la (7) obtenemos 8 3 e 
Ax 1y(E, n) 


además, por la demostración anterior se sabe que para Ax-—=0 se tiene A y-=0 
y, Por lo tanto, E —=x, n —y(x) . Por la continuidad de las f,, ty yelcarác: 


ter positivo de la ty en R, sigue de la (8) que existe el límite 


Ay 
A TE 


que valdrá 
fx[x,y00] 
fylx,y0) 
Esta es una función de x continua en el intervalo [ X-h,X+h ] y de ahí que 


(9) 


quede completamente probada la tesis, 

Con las hipótesis del teorema recién demostrado, no sólo queda asegurada la e- 
xistencia de la función y= y(x) definida implícitamente por la ecuación f(x, y) = 0 
bajo la condición y(X) =Y sino que también se:afirma que tal función es deriva- 


ble,con derivada continua, y que se tiene L véase la YA 


os fx[x,y00 ] 
19== Tx, y 1 


Si se supiera a priori que la y'(x) existe y es continua, la (10) podría haber 


(10) 


se obtenido con el siguiente razonamiento. Como se tiene  flx,y(x)]= 0 será 
a x,y(x)] = 0 ; calculando esta derivada con la regla de derivación de las fun- 
ciones compuestas se obtiene 

£¿[x,y00)1 +£,[x,y001. y'00)5 0; (11) 
entonces, si se resuelve respecto de y'(x) , se obtendrá la (10). 

También de la (10) se ve que, si la f(x) admite derivadas segundas continuas, 
existirá seguramente la y''(x) «continua, Para su cálculo es mejor partir de la 
(11) que, derivada respecto de la x proporciona la 

(Ex Dx,3001+ £,y Dx,3001 - 9160) + [Tyxlx,3601 + fyylx,y6ol . y100]y160 + 


3 +fy[x,y00] .y"(x) = 0 
O sea, 
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Exa [x,y00] + 2£yy[x,y00] y'69 + £yy[x,y00) y 209 + £y[x,y009]1 y""09 5 0-5 
de aquí, dado que la y'(x) ya es conocida por la (10), se puede obtener la 
yx) 

Y así puede proseguirse para el cálculo de las derivadas sucesivas, bajo la hipó 


tesis que la f admita derivadas parciales continuas hasta un cierto orden, 
2 - EXTENSION AL CASO DE LA ECUACIÓN f(X,, X,,0..> X,, Y) =0, 


Las consideraciones precedentes relativas a la ecuación f(x,y)=0 pueden fá- 
cilmente extenderse al caso de la ecuación 
Ely» Mpococos Xp 9) =0 w 
con el objeto de establecer si ésta define implícitamente a la y como función de 
las r variables Xx Loros Xp- 


Suponiendo que la función f(x r Xp» y) esté definida en un campo A 


del espacio Sy,j , y fijadoen A un punto solución P A» xo, 


indiquemos con R un intervalo de Sp+1 Jue contenga P en su interior y es- 


té contenido en A , con Ra al intervalo de r dimensiones que es proyec-= 


ción de R sobre el espacio Sr de las variables Kpo Xgrecocos Xy 


Y 
al intervalo de una dimensión que es proyección de R sobre el eje y. 


Diremos que la (1) esunfvocamente resoluble, respecto de la 


y , en un entorno de su punto solución P, si es posible encontrar 
un intervalo R del tipo antedicho tal que, para todo punto > hrs Xp) ERg 
exista un y solamente un punto y € Ry que, junto a > Xorerroos Xp) propor 
cione una solución > Fares > Xp» Y) dela ecuación (1) . 


En este caso el teorema de Dini se enuncia: 
I-Considerada la ecuación (1) en la incógnita y, supon- 


* gamos que la función f(x, Kgrooo2., X y) sea continua 


r* 
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junto con sus derivadas parciales primeras, en un cierto cam 


po: A del espacio S . Supongamos, además, que fijado 


r+1 


en A un punto solución P A. Xgrooo=o» po Y), resulta 


en este punto distinta de cero lá derivada parcial de 


(> Koro...» Xp, y) respecto de la incógnita y: 
ly (Ej, Ego. .., Ep TIRO (2) 
Bajo esta hipótesis la (1) resultará unívocamenteresolu- 
"ble respecto de la y en un entorño de su punto P y se 


puede fijar tal entorno R de modo que en todos sus puntos 


(A1) Xgr+++..,) Xp,y) resulte Ly Xagreooo.s Xp YI AO. 
Además, la función y = yx, Xgrocsoos Xp) que de tal 

modo queda definida en el entorno Rx del punto 

E ars Xp), resulta continua, junto con sus derivadas 


r 
orden, en dicho entorno, 


parciales de 19 

Omitiremos la demostración que es análoga a la del teorema 1 del n% preceden- 
te. Observemos que, llamando con Xx; auna cualquiera de las variables 
Kio Xgrecocos Xp el cálculo de la derivada parcial += , de la que el teore- 
ma precedente asegura la existencia y continuidad en R,  , puede efectuarse con 
el mismo procedimiento indicado al final del n% precedente, Precisamente, de la 
identidad 


A A A A 


sigue 


0 


¿x, Karen oo Ko Y (po gro 0, X,)] 


y,por lo tanto, aplicando la regla de derivación de las funciones compuestas 


Baal 1» go =>» Xpo YO, go >> Ap) ]+ 
y 0) 
+1) [x, Hao ncoo Ko YÍRLA Kaon.» mM 
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de donde 

ay Es] XL) M2) +09 Xp> YA], Mg, 0002 Xp)] 
ly [xj > Xgr0 00» Xpo Yo 
fórmula análoga a la (10) del n% precedente. 


Si además la f admite derivadas parciales continuas de segundo, tercer, .... 
orden, es fácil obtener, mediante derivaciones parciales de la (3), fórmulas de 


las que se pueden deducir las derivadas parciales segundas, terceras,.... de la 


función yA Dorrass Xp) definida implícitamente de la (1). 


3-EXTENSIONES EN EL CASO DE LOS SISTEMAS DE ECUA 
CIONES. 


Conviene ahora considerar el problema de las funciones implícitas bajo una forma 
más general, puesto que en las aplicaciones sucede a menudo que se deben conside 


rar simultáneamente varias funciones 


Y 73%, A SS " 
200 Yo Ippo gr +.» Xp) (1) 
de las variables Xi» Xgr+»».,» X, Y que se sepa solamente que tales p funcio- 


nes deben verificar cierto sistema de otras tantas ecuaciones, cada una de las cua- 
les vincula las variables independientes ES las funciones 
Yis Yar+»=»» Yp - Sea 

L 


Lo» 


A E 


(2 


EE 


el tal sistema; surge ahora el problema (que, para p=1 , comprende los de los 
n0S 1 y 2) de estudiar bajo qué condiciones para las funciones 58 Lo eos: Lo y 
bajo qué limitaciones de los valores de las ES ERE Yao Yo di- 


cho sistema será capaz de definir, en un cierto conjunto E de puntos 
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(X1) Xg»---.» Xp), ungrupo de p funciones uniformes como las (1). 
Estudiaremos ahora detalladamente el caso particular r=1,p=2 es decir 


el caso de un sistema del tipo 


f(x,y,2) =0, 
(3) 
8(X,y,Z) =0, 


en las dos funciones incógnitas y, z de la variable x . Sucesivamente hare- 
mos mención del caso general (2) 

Supongamos que las funciones f(x, y,Z), g(x,y,z) que figuran en los primeros 
miembros de las ecuaciones (3) estén definidas en un campo determinado A 
del espacio xyz . Fijadoen A un punto solución P(X,y,z) del sistema (3) 
Zes decir, un punto tal de tenerse f(X, y,Z) = 0, g(X,y,z) = 0_7, indiquemos con R 
un intervalo, del espacio xyz , que a. P en su interior y esté contenido 
enelcampo A ;indiquemos, además, con Rx y Ryz las proyecciones de 
R sobre el eje x yelplano yz , respectivamente. 

Diremos que el sistema (3) es unfvocamente resoluble res 
pecto de y y  z ,en un entorno de su punto solución P 
fijado,  sies posible encontrar un intervalo R del citado tipo tal que, para 
todo punto x E Ry exista un y solamente un punto  (y,z) € Ryz que, junto con 
Xx proporcione una solución (x,y,z) del sistema (3). 


En este caso el teorema de Dini tiene el siguiente enunciado: 


I-Considerado el sistema (3) en las incógnitas y,z, supon 
gamos que las funciones f(x,y,Z), g(x,y,2) sean continuas 
junto con sus derivadas parciales primeras, en cierto campo 
A del espacio xyz . Supongamos además que, fijado en A 


un punto solución P(x,y,z), en tal punto resulte distinto de 
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cero el jacobiano(*) J(x,y,z) de las dos funciones  f(x,y,z) 


g(x,y,2) con respecto a las dos incógnitas  y,z: 
5 A A 
J(X,y,Z) = lc poll EA (4) 
Ey, y,2) 8z(X, y, 2) 
Demostraremos que, bajo estas hipótesis, el sistema (3)es u 
nívocamente resoluble respecto de las y y z en un entorno 
del punto P  , y que se puede fijar tal entorno R de mo- 
do que en todo punto del mismo resultg J(x,y,2) A 0. 
Las funciones y = y(x) , z = zZ(x) que de tal modo quedan 
definidas en el entorno Ri del punto X  , resultarán con 


tinuas en R junto con sus derivadas primeras, 


x 

Dem. De la hipótesis (4) sigue que las cuatro derivadas parciales f,, f,, By» 
gz No pueden ser simultáneamente nulas en el punto (X,y, z) ; supongamos, por 
ejemplo, que sea g,(X,Y,Z) 0 . Entonces, por el teor, 1 del n? precedente, la 
ecuación g(x,y,z)=/0 es unfvocamente resoluble respecto de z en un entorno 
de BP; Existe, por lo tanto, en el espacio xyz ,unintervalo R* (contenido 
en A , que contiene a P como punto interior y en el que siempre es 8z 40) 
tal que, llamando con R*xy su proyección sobre el plano xy y Rz laproyec 
ción sobre el eje z ,atodo punto (x,y) € Ry le corresponde un y solamen- 
te un punto z € R, que, junto con (x,y) , proporciona una solución de la 
ecuación g(x,y,z)=0 . Queda así definida en Ry una función * Z= Z(x,y) y si 
nos limitamos a considerar el sistema (3) para los puntos (x,y,z) € R* , pode 
mos sustituir la segunda ecuación g(x,y,z)=0 por la ecuación equivalente 
Z=Z(x,y) y considerar, por lo tanto, el sistema (3) bajo la forma 


(*) Para la definición de Jacobiano véase el Cap. XXI, n% 9. 
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f(x,y,z) = 0 
con (X,y,z) ER* 
Z= 2(x,y) 
o, mejor aún, bajo esta otra 
f[x,y,z(x,y)] = 0 
con (x,y,2) ER* . (5) 
2 =Z(x, y) 
Podemos también suponer, restringiendo eventualmente elintervalo R* , que 
en todo punto de R* resulte 
J(x,y,2) 40. (6) 
Si tenemos presente que z=z(x,y) es la función definida implícitamente, en 


el entorno R* del punto solución P , por la ecuación g(x,y,2)=0 , podre- 


mos asegurar (teor. 1 del n? precedente) que la z(x, y) es continua en Ray jun- 


to con sus derivadas parciales ES G = y que se tiene 
Zx,y)=7> (1) 
WE X,y,Z(X 
ay 7 Ela]? (8) 
Poniendo 
1[x,y,2(x,y)] = € (x,y) (9) 
el sistema (5) toma la forma 
p(x,y)=0 
con (x,y,2) ER* , (10) 
2 =z(x, y) 


donde, por las hipótesis del teorema y por las observaciones hechas sobre la fun- 
ión z= la j 29,2 oo. 
ción Z=z(x,y) , q (x,y) es continua, junto con dx y E en R xy 


Observemos que, debido a la (9) se tiene 


y entonces, por la (8), 


E Pd a 
ey=ky a > MA . as 
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quedando sobreentendido que en cada una de las funciones escritas los argumentos 
¡SON X,y,Z(X,y). 

Sigue, recordando la (6) , que para todo punto de R* (yen particular en el 
punto P ) se tiene ey? O. Por lo tanto, por el teor. Idel n% 1, la ecuación 
Q(x, y) = 0 es univocamente resoluble respecto de y enunentorno del punto 


(x.y) 

Es decir, existe en el plano xy ,unentorno Ry /contenido en R*gy que 
¡contiene a (X,Y) como punto interior y en el que y F0_7talque, llamando 
Rx y Ry a sus proyecciones sobre los ejes x e y  , sabremos que para to- 
do punto x € R, corresponderá un y solamente un punto y € Ry que,, junto a 
x , Proporciona un punto (x,y) solución de «(x,y)=0. Queda así definida en 
'Rz una función y=y(x) tal que se tendrá ('[x,y(x)]=0, y(X)= Y ,yt)e Ry 
siendo dicha función, junto con su derivada yx), continua en Be > 

Designando con RER* alintervalo del espacio xyz cuyas proyecciones so- 
¡bre los tres ejes son Ry, Ry» Rz , Podemos decir que, para (x,y,2) € R se 
tiene J(x,y,z) 0 y que el sistema (10) equivale a este otro 

y = y(x) 
con (x,y,Z) ER, 
.Z= Z(X, y) 
el que a su vez equivale al 
y = yk) 
con (x,y,z) ER 
z=2[x,y(x)] 

Indicando simplemente con z(x) a la función compuesta z [x,y60)] , esobvio 
(que constituye una función continua, junto con su derivada z'(x) ,en Rx. 
Podemos concluir, entonces, que para (x,y,z) € R nuestro sistema (3) equi 


vale al sistema y=y(x), 2=z(x) , donde estas dos funciones son continuas en 


Bx  , con derivadas primeras continuas. Con esto el teorema queda demostrado. 
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Agreguemos que para el cálculo de las derivadas y!'(x), z'(x) se puede usar un 
procedimiento análogo al indicado en los n%S 1y 2. Partiendo /admitida la exis- 


tencia de  y(x), z(x) _7de las dos identidades- 


f[x,y(0),2()]= 0 , 8[x,y(x),2(x)]= 0, 
se deduce 

e o lu ]=0 

a 1 y00,2001= , a £lx,y6), 260)] = 0, 


o sea, por el teorema de derivación de las funciones compuestas, 
[Xy 00), 2(%)] + Ly [X,y00),200 ] y'(0) +17 [X,y0),2(x)] 2!(x) = 0 de 
8x[X,y(0),200)] + 8,[%,y0),209] y'0%) + 8z[ x,y(x),2(x)] 2'(x)=0 
Se tienen así dos ecuaciones lineales, en las dos incógnitas y'(x) , z'(x) , con 


¡el determinante de los coeficientes J[x,y(x),z(x)] 4 0 . Resolviendo con la re- 


gla de Cramer se obtiene 


de E Lo E 
%x Ez Ey tx 
A rr 1 es O (13) 
ty t Lt L 
By Ez 8y Ez 
Si para el Jacobiano de n funciones £ Lo, +. .., Íy respecto de ciertas va- 
riables Xpo Xgreooos Xp 
añ an at 
NE IE A xn 
ata Ba da 
Ta TE ten ts A 
ES E 
0x] Uxg * a 0 Xn 


se adopta la notación 
a lr, fo,....» fp) 


2 (X1, X2,+--., Xp) 2) 
las (13) pueden escribirse del siguiente modo 


(14) 
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a (f,8) 21 
yapa E 4,2 we) -=- 0D. aan 
a en ls 9(f,g) 
a 4,z) a (y,z) 
Si las funciones f,g admiten derivadas parciales segundas, terceras, ... con 


tinuas, derivando sucesivamente las (12) con respecto a ,x se obtendrán siste- 
:mas de dos ecuaciones lineales de los que se podrán calcular y'"(x) y z"(x) A 


YU() y 2Mb),..... 


Examinemos ahora el caso general del sistema (2) . A las funciones L Lo 


f_ que figuran en los primeros miembros de las ecuaciones (2) las supon- 
dremos definidas en un determinado campo A del espacio Sr+p de las varia- 


bles Xx» +» Yp + Fijado en A un punto solución 


Xgrecoos Xp Y go + 
Bl, ...., Xp, Sy AIR Y) del sistema (2) , indiquemos con R un intervalo 
del citado espacio + Spyp que contenga P como punto interior y que esté conteni 
do en el campo A ;indiquemos, además, con Por. Y Acad a las 
proyecciones de R sobre el espacio Sy de las Xiooooos Xp y sobre el espa- 
cio Sp de las y1, Y2-.., Yp » respectivamente. 

Diremos que el sistema (2) es uniívocamente resoluble, res - 
pecto de  yj,, Ya»-««» Yp » enun entorno del punto solución 
P fijado, sies posible encontrar un intervalo R del tipo antedicho tal que 
para todo punto (X], X2,..., Xp) € Rxz, Eos Es exista un y solamente un pun 


to (1, Yaresos Yp) E Ry, yg, ... 3) 068, Junto a (X], Xg===» Xp) , PrOpor= 


cione una solución (X,,Xp,..., Xr, Y], Yo» +-»» Yp) del sistema (2). 
En este caso general, el teorema de Dini tiene el siguiente enunciado (que com- 
prende a los tres teoremas dados precedentemente) e) : 


(*) Nótese que en los dos teoremas dados en los n% 1, 2 se tiene p=1 ; por lo tanto, el 
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ll -Considerando el sistema (2) con las incógnitas Yi» Ya» 


O , supongamos que las funciones fi» Larco fp 


Pp 


sean, junto con sus derivadas parciales primeras, continuas 


en cierto campo A del espacio Sryp  . Supongamos, ade- 
más, que fijado en A un punto solución Py, ca A 
Fu EA Yp) resulte, en dicho punto, distinto de cero el 
jacobiano Tx, Xogroooo Xpo Yy> Yao Yp) de las p fun 
ciones > FU De respecto de las p incógnitas yy, 
Ya». -+» Yp' 


(Phi ciel 
2 


S 


JE] Ez 


Bajo estas hipótesis el sistema (2) será univocamente re- 
soluble respecto de Yi Yao Yo en un entorno del pun- 


to P y puede fijarse tal entorno R de modo que en todos 


sus puntos resulte J(X,, Xgr+.<+» Xpo Yjo Yoo... Yp) FO. 
Las p funciones y¡"= y¡(X], X2,+.., Xp), (i-= 1, 2,..,p) 
que de tal modo quedan definidas en el entorno Ry A 
del punto CTA «++, Xp) resultarán continuas junto con sus 
derivadas parciales primeras, en dicho Rx NN 


No expondremos en detalle la demostración de este teorema. Nos limitaremos a 
decir que, siendo ya conocido el teorema para el caso p=1 (n% 2, teor. I) tal 


demostración puede desarrollarse por el método de inducción, vale decir, admitien 


jacobiano de que se habla en el actual enunciado se reduce a un determinante de orden 1 ,es 
decir, a la derivada parcial f_ que, precisamente, figura en tales teoremas. 
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dio como cierto el teorema para los sistemas de p-1-ecuaciones y probando que, co 
mo consecuencia de tal admisión, será también cierto para los de p  eouaciones, 
El razonamiento al que se recurre es análogo al ya realizado en lae demostración 
del teor. 1, en la que hemos pasado del caso p=1 alcaso p=2. 

Como en los casos particulares antes analizados, podemos dar las fórmulas pa- 
ra el cálculo de las derivadas parciales de las funciones (1) definidas implícita- 
mente por el sistema (2). Basta partir de las p identidades 
“Lil, Kg) +++» Xx» Y 1510 > + Xp)r 00.09 Yp(X1+ Xos+ Xp] 30 (1=1,2,..,p) (15) 
y observar que, designando con Xy Auna cualquiera de las variables xj,. 


- Xr> 


sigue de la (15) 
RE [2000001 io A 
(=1,2,..., P). 
Expresando la derivada recién indicada, con el teorema de derivación de las fun- 


ciones compuestas, se obtienen las 


9 , af ayy a 2y2 añ aYp_ a 
II AS 


que constituyen un sistema de p ecuaciones lineales en las p incógnitas ay1 
, 


aX 
dY2 dYp . á , 
ET 2.» Ak cuyo determinante de los coeficientes es igual al jacobiano JH 0. 
Resolviendo tal sistema con la regla de Cramer se encuentra, por ejemplo, 
af af, CEN of, af a, 
df df, CEN af ata df 
"dx 0Y2 dy Ty, dy, BY, 


af, af af df) 9f 91, 
2 El A 


o también, adoptando para los Jacobianos, la meezclón (4) 
1 7 
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y: 
Análogamente para las otras derivadas Tx a EE de modo que, en de 
finitiva, se tienen las siguientes fórmulas de derivación de las funciones (1) defi- 


nidas implícitamente por el sistema (2) : 


at, f ». 1) 
EAT UESTEZIDE 
Mt dl 


901, Y2,-»»» Yp) 


(17) 


Estas fórmulas comprenden la (10) del n% 1, la (4) del o? 2 y las (13'). 
Si las funciones f¡ admiten derivadas parciales segundas, terceras, ..., con= 


tinuas, mediante sucesivas derivaciones de la (16) respecto a una de las va- 


riables E o obtienen sistemas de p ecuaciones lineales de los 
a 
que se e ua las derivadas segundas Tx 0%p , O las derivadas ter- 
Yi 


ceras A» ete. eto, 
Xh Xp L 


4 - TANGENTES A CURVAS DEL PLANO Y DEL ESPACIO; PLA- 
NO TANGENTE A UNA SUPERFICIE. 
Sea f(x, y) una función continua, junto con sus derivadas parciales primeras y 
consideremos la ecuación 
f(x, y) = 0 (1) 
Supongamos que la misma admita puntos solución y que sea (X,y) unade ellas, 
Supongamos, además, que en tal punto no sean nulas ambas derivadas parciales 
fx» fy- Para fijar las ideas, sea f,(X,y)/0 . Bajoestas. hipótesis sabemos 
(n% 1) que la ecuación (1) es, en un entorno R del punto (X,Y) , uniívocamen- 
te resoluble respecto de la y . Esto significa que los puntos (x,y) soluciones 


de la (1) que caenen R son todos (y solamente aquéllos) del gráfico de la fun- 
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ción y=y(x) definida implícitamente por la (1) , siendo tal función  derivable 
con derivada primera continua; puede entonces decirse que los puntos  (x,y) 
cuyas coordenadas verifican la (1) y caenen R constitu- 
yen una curva regular, 

Entonces, el lugar C de todos los puntos (x,y) cuyas coordenadas verifican 
la (1) se compone de curvas regulares, pudiendo tal regularidad desaparecer so- 
lamente en los eventuales puntos (x,y) de C enlos que se tenga 

Ly (%, y) = Ly(%, y) = 0 (2) 

Por esta razón se dice que el lugar C esuna curva plana de ecuación 
f(x,y)= 0 . Los puntos de C donde valen las (2) se llaman puntos singulares 
dela curva, los otros se llaman puntos simples. 

Todo punto simple (x.y) forma parte de una de las curvas regulares 
ye yy de que se compone C yen consecuencia existe en tal punto una rec- 
ta tangente a C  . Su ecuación es, como sabemos 

y -Y= y") (e -x) 
donde la derivada y'(X) se calcula con la fórmula (10) del n% 1, cuando se pon- 


ga x=x y, porlotanto, y(X)=Y . La ecuación precedente toma entonces la 


forma 
Lx EY) 
pay ly E,y) (x -X) 
o sea 
15,7) (« -X) +fy(,Y) (1 -Y)=0 . 6) 


Se tiene asi la fórmula para escribir la ecuación de la tangente a una curva que 


ha sido dada por una ecuación implícita como la (1) , en un punto simple (R,Y) 


(*) O también x=x(y) ,sifuese f (x,y)=0 y, por lo tanto, f,(X,y)% 0 . En este caso 
la (1) es univocamente resoluble respecto de la x ,enunentorno de (X,y) . También en es 
te caso se llega a la ecuación (3) . 


e. a ci 
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de la misma. 


Sea f(x,y,z) una función continua, en un campo A del espacio xyz, jun- 
to dm sus derivadas parciales primeras, y consideremos la ecuación 
f(x,y,2)=0 . (4) 
Supongamos que ésta admita puntos solución, y sea (x,y,2 uno detales puntos, 
Supongamos, además, que en dicho punto no sean simultáneamente nulas las tres 
derivadas parciales f,, fy» fo 5 sea, por ejemplo, f¿(X,y,2) 4 0 . Entonces, 
por el teor, 1 del n%2, en un entorno R del punto (X,y,2) , la ecuación (4) 
resulta unívocamente resoluble con respecto a z , Por lo tanto, comoen el caso 
precedente, se ve que, llamando con S al lugar de los puntos cuyas coordenadas 
verifican la ecuación (4) , la parte de S quecaeen R consta de todos y sola= 
mente los puntos del diagrama de la función z=z(x,y) definida implicitamente 
por la (4) yes, entonces, una superficie regular /puesto que la z(x,y) resulta 
continua y admite derivadas parciales primeras continuas / Entonces el citado lu-= 
gar S se compone de superficies regulares, pudiendo faltar la regularidad sola- 
mente en los puntos (x,y,z) de S donde eventualmente se tenga 
Lg (%,Y,2) = Ly(X, y,2) = [z(X,y, 2) = 0 A (5) 
De ahí que se diga que S esuna superficie de ecuación f(x,y,z)=0 . 
Los puntos de S donde valen las (5) se llaman puntos singulares de la 
superficie; lo otros, puntos simples. 
Todo punto simple (X,y,2) forma parte de una de las superficies regulares 
Z =Z(x,y) Lo X=xX(y,2)*,0 y= y(x,2) 7 de las que se compone S y, por lo 
tanto, en tal punto existirá un plano tangente a S cuya ecuación se escribe, como 


es sabido 


=2x5,T) (X -2) + 2y8,9) (y - 9). 
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Las derivadas Zy(X,Y) , Zyk, Y) se calculan con lás fórmulas (4) del n% 2 


[escritas con r=2;x e y enlugarde xj, Xy; Z(X,y) en lugar de 


Y(X], Xo,-»»» Xp)7 en las que se pone x=X,y=Y Y, por lo tanto, z(X, y) 
La ecuación precedente se escribe, entonces, 
AS a - Ly6,3,2) 3 
2-2 ED A 0 
vale decir 


E, Y, 2) (XX) +1,(%,9,2) (y - Y) +17(X,Y,2) (2 -2)=0 . (6) 


Sean f(x,y,z) , g(x,y,z) dos funciones continuas, en un campo A del espa- 
cio xyz  , junto con sus derivadas parciales primeras. Considerado el sistema 
f(x,y,2)=0, 
(7) 
g(X,y,2)=0, 
supongamos que el mismo tenga puntos solución, y sea (X,y,Z) uno de ellos. Su- 


pongamos, además, que en tal punto no sean simultáneamente nulos los tres jaco- 


bianos 


10 y, 2)= AD : 190,2). E , 
a 
yo. ED; 


sea por ejemplo, 3,%,5,2) +0 . Entonces, por el teor, 1 del n% 3, enunen- 
torno .R del punto - (X,y,Z) , elsistema (7) resulta uníivocamente  resoluble 
con respecto a y,z . Por lo tanto, llamando con C al lugar de los puntos cu- 
yas coordenadas verifican las (7) , la parte de C quecaeen R consta de to- 
dos y solamente los puntos proporcionados por las ecuaciones paramétricas 
y =y(x), z=z(x), donde y(x), z(x) son las funciones definidas implícitamente 
por el sistema (7) 

Puesto que estas funciones son derivables (con derivada continua), la citada par- 


tede C esuna curva regular del espacio. Entonces, el lugar C se compone 
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de curvas regulares, pudiendo faltar dicha regularidad solamente en los puntos de 
C donde se tiene 

3,(X,y,2) = 37(%,y,2) = Jg(X,y,2)=0 . (8) 

Por eso es que todavía se dice que C esuna curva delespacio, represen- 
tada por el sistema (7) . Los puntos de C donde valen las (8) se denominan 
los puntos singulares de la curva; los otros son llamados puntos sim 
ples. 

Todo punto simple (X,y,z) forma parte de uha de las curvas regulares 
y=y(),2=z(x) /0 x=x(y),2=z(y) , o x=x(2), y=y(2)_/ de que se 
compone C yde ahi que en tal punto exista una recta tangente a C  . Las ecua- 
ciones de la misma son, como es sabido: 


y -Y=y'R) (x E), 


2-2=20(X) (x-X), 
donde las derivadas y'(X) , z'(x) se calculan con las fórmulas (13!) del n% 3 don 
de se pone x=X y, porende, y()=Y,z(x)=Z . Las anteriores ecuaciones 


pueden entonces escribirse 


a AID e. AI e 
di > le Ned 
o sea 


PO PO (9) 
J,%,y,2) J2(X,y,2) J¿X,Y,2) 


Obsérvese que el sistema (7) define la curva C como intersección de las super 
ficies S', S' , que tienen por ecuaciones respectivas a f(x,y,2)=0 , 
8(x,y,z)=0 . 

Si (X,y,Z) es un punto simple de C , también resultará simple para ambas su 
perficies S', S'  (enefecto, si en tal punto se tuviera, por ejemplo Ly = ty = 
= tz =0 , se tendra como consecuencia 3 = Ja =33=0 , loque estaría contra 


la hipótesis). 
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Entonces, en el punto indicado existen los planos tangentes a las superficies S', 
S'' y sus ecuaciones son, según la (6): 
1,(%,7,2) (€ -%) +£,(£,9,2) (Y -Y)+1,%,9,2) (2 -2)=0 , 
Ex(X,Y, 2) (Xx -X) + gy(%,,2) (Y - Y) + 87(%,9,2) (2 -2) =0 
Es bien fácil reconocer que el sistema por éstas formado equivale a la (9), con 
lo que se constata que la recta tangente en un punto simple P de 
la curva C , intersección de las dos superficies s1, 91; 
coincide con la recta común a los planos tangentes en P a 
las dos superficies precitadas. Por otra parte, lo recién dicho es una 
consecuencia inmediata de la definición de plano tangente a una superficie. 
Sea P(R,y,z) un punto simple de la superficie S de ecuación  f(x,y,z)=0 
y consideremos la curva C intersección de dicha superficie con el plano tangen- 
tea la misma en el punto P , Talcurva C está representada por el sistema 
f(x,y,2)=0 , 
LX, 9,2) (% -X) +1y(2,9,2) (y - Y) +12(X,9,2) (2 -2)=0 , 
que origina, para los jacobianos, las expresiones 


LX, y, 2) £,%,Y,2) 


1,(%,7,2) 1¿(t,Y,2) 


JT, (k,y,z) = y análogas, 


Sigue que, en el punto P., resulta 3, =37=3¿=0 por lo que P es punto 
singular de C  , Puede entonces decirse: la curva C , intersección 


de una superficie S con el plano tangente a la misma en un 


punto simple P  , presenta un punto singular en dicho pun- 


to P. 


Para el estudio de los puntos singulares de las curvas y de las superficies nos 


remitimos a los cursos de Geometría Analítica y de Geometría Descriptiva. 
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5 -MAXIMOS Y MINIMOS VINCULADOS; METODO DE LOS MUL- 
TIPLICADORES DE LAGRANGE. 


U=£(P) =£(X1, X2,.---» Xp) 0 


una función de r variables Xi» X2»+»»»,. Xy Y Supongamos que éstas no sean 
todas independientes sino que estén ligadas por un cierto número n de ecuacio- 
nes (con n< r): 
OP) = PgkAzr Xgroo 00» Xp) 0, (K=1,2,...,n) . (2) 

Hagamos la hipótesis que las funciones f, € Lo +:» Py Sean continuas 
junto con sus derivadas parciales primeras en cierto campo A del espacio Sy. 

Supongamos, además, que existan en A puntos PX, Kg...» Xp) que solu- 
cionen el sistema (2) y designemos con S al conjunto formado por ellos, En es 
tas condiciones puede decirse que consideraremos a la función (1) no en todos 
los puntos P de A sino, exclusivamente en los puntos P del 
citado conjunto  S 

Nos proponemos estudiar los máximos y mínimos relativos o absolutos de la 
u=f(P) , cuando P  varíaen S . Para recordar que el punto P es 
tá mediante los vínculos (2) restringido a moverse en S , hablaremos precisa- 
mente de máximos y de mínimos vinculados e) . Es prácticamente 
superfluo señalar que un punto P de S será, por ejemplo, de máximo relativo 
vinculado si existe un entorno R de P ,contenidoen A , tal que, para todos 
los puntos P pertenecientesa SM R resulte f(P) < £(B) ;el punto P se 
rá, en cambio, un máximo absoluto vinculado si para todos los puntos P de  S 


se tiene £(P) s £(B) . 


(*) Por contraposición, cuando las variables no están ligadas por ninguna relación, se habla de 
máximos y mínimos libres. 
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Deseamos determinar las condiciones necesarias para que un punto 
PR, Xo,.«.» Xp) de S sea un punto de máximo o de mínimo relativo vinculado 
para la u=f(P) , agregando la hipótesis de que la matriz jacobiama de las funcio 
nes Pi, Pog---» En () tenga característica iguala n entodo A .Enton= 
ces, en tal matriz existirá por lo menos un menor de orden n que en el punto P 
tenga un valor no nulo; sin pérdida de generalidad podemos suponer que sea distin- 
to de cero el jacobiano de Q1, P9,--., Qy respecto de las primeras n  va- 
“riables X1, Xo9,..., Xp 1 
3 (01 €. nd ¿y (en PB) (8) 
9 (Xi 2... ., Xp) a - 
Entonces, por el teorema de Dini, en un entorno R de P contenido en A, 
y que podemos suponer definido por las limitaciones del tipo 1 xp -Xpl 0 
(h=1, 2,..., r) , puede resolverse el sistema (2) respecto de. Kyo 20 + po 
es decir sustituir a dicho sistema con uno equivalente del tipo 
SE A E A ESOS 
Por lo tanto, cuando se calcula la función u= f(x], X2,.. Xp Xn+1o ++ -»Xy) en 


los puntos de SN R resulta 


U=£ [py lpezo +++ Ardo Y alero coo Xp) 00 Y ninel, Xr) Xp 410 ++ +, Xy (9) 


es decir, u resulta una función de las r-n variables Xp+],...,Xp 


(*) Se da el nombre de matriz jacobíana de las —n funciones y, Yo,..., Lp respecto de 


las r variables Xy, X,..., X, alamatriz nxr cuyos elementos son las derivadas par- 
ciales de tales funciones, vale decir a la matriz 

gl ae1 KZ 

du. 7% 7 

EL de2 ae 

ES Tr toco? dr 

¿Ln en IL 

EE E a 8 xr 


Si r=n tal matriz es cuadrada y su determinante es el jacobiano de las n funciones. Ca= 
da menor de una matriz jacobiana es el jacobiano de ciertas funciones entre las dadas respecto de 
ciertas variables. En el caso aquí considerado se tiene n< r y la matriz jacobiana es rectan- 


gular. 
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U= O (Xp+1> Xn+2, +++» Xp), (5) 


definida cuando el punto Q(Xp+4],-.., Xy) varía libremente en el campo 


lx -xI<wr , (l=n+1,..., r) . Entonces, si P es punto de máximo o de 
mínimo relativo vinculado para la f(P) , el punto n+1> +.., Xp) es punto de 


máximo o de mínimo relativo libre para las funciones (5) y entonces, en tal 


punto Q. debe ser e =0, (l=n+1,...., r) osea, recordando que $ no 
es sino el segundo miembro de la (4): 

af OL e De A MC Mia Bs 

CESE dX2 173 COX FE dd 


(6) 


Mena do... Ue 

Pero, por la regla de derivación de las funciones imnlícitas se tiene (véanse las 
(17) del n* 3): 

a(e1, e 2---» € nm el 

SN Xp X2"»» Xp) dwn __ 0 (XL X2+..» XL 


ax dle. 2. nm *""* 3% 9 (01,02... €n) 
(X1+ X2=»»» Xp) 9 (Xp, Xg...» Xp) 


por lo que, sustituyendo en las (6) , se encuentran r-n ecuaciones en las  r 


(7) 


incógnitas Xj» Xgr+»»»Xp  - Uniendo tales ecuaciones a las n ecuaciones (2) 


se tienen en total r ecuaciones a las que deben necesariamente satisfacer las  r 


coordenadas Xy, X2,...,Xp del punto P , de máximo o de mínimo relativo vin 
culado. 
Se puede evitar el uso de las fórmulas (7) , ue comúnmente llevan a cálculos 


complicados, recordando (véase n% 3) que ellas provienen, para cada 1 fijo, de 


la resolución del sistema de ecuaciones lineales Letr. con las (16) del n93 7: 


aYk av] ,aek ava atk avn ,atxk _ 
ata teta ata? E 


(«=1,2,...,0) , 


obtenidas derivando con respecto a Xo> la identidad 


xr) Poleo Ardo +++» VnlKn+Lo ++ Xr), Xn+lo ++» Xr] 520. 


ke [Y 1O6n+1> + 
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Sumando a las (6) las n ecuaciones (8) multiplicadas respectivamente por 


los parámetros (llamados multiplicadores) Aj A »+= +, y se obtiene 
a) pa on E) > 
MA e E) es 
(L=n+l,..., 1) . (9) 


Ahora, teniendo en cuenta la (3) , que se puede suponer válida en el entorno R 
de P , €s posible determinar, con la regla de Cramer, los parámetros A 57 


Az, 3 AN de modo que sea 


La EN ee f ak _ 
E «E - A A (10) 


con lo que las (9) se reducen a las 


+ Le =.0 0, (L=nél,..., Y) (11) 


Reuniendo las (10) y (11) a entonces decir que las r coordenadas del 


punto P y los n multiplicadores deben verificar las r ecuaciones 


BL y ek - 
AL DE o. M=l 2... 1 (12) 


y sia éstas se agregan las n ecuaciones (2) se tienen en total r+n  ecuacio 
nes en las r+n incógnitas X,,Xp2...,Xp , Ayrocos A po 

Este segundo método (llamado de los multiplicadores de Lagrange) 
es particularmente fácil de ser recordado porque las (12) coinciden con el 
sistema de ecuaciones que se escribirían si se buscasen los 
máximos y mínimos libres (y por lo tanto se igualasen a cero las deri- 
vadas parciales primeras) de las funciones +A, e; +A, 9+.-.+A nn, 
de las r variables X1, X2,++.+., Xp, considerando a los 


multiplicadores Mi, Nara A como constantes. 
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Demos un simplísimo ejemplo de aplicación del método de los multiplicadores de 
Lagrange. Se desean los puntos de máximo y de mínimo vinculados de la función 
z=x=+y con la condición + y? -1=0 ., Bastará considerar la función 
xX+y+ A SA + y? -1) e igualar a cero sus derivadas parciales respecto de x y 
de y , pensando que A es una constante. Encontraremos así las dos ecuáciones 
1+2Ax=0, 1+2Ay=0 que, juntoa la x2+y? -1=0, proporcionan un sis 
tema de tres ecuaciones con las tres incógnitas X, y, A. 


Se obtienen inmediatamente las dos soluciones (x= E y=-= 


s A E, ay 
(x= Yz* y= Jr. ?” Yo? a las que corresponden para z los valores -y/2, 
V2 respectivamente; es después fácil reconocer que la primera nos lleva a un pun- 


to de mínimo y la segunda a un punto de máximo (inclusive absoluto). 


'6-ENVOLVENTE DE UNA FAMILIA DE CURVAS PLANAS, 
Sea Y una familia de curvas planas dependientes de un parámetro t ; tales 
curvas podrán, entonces, representarse con una ecuación del tipo 
f(x,y,t)=0 . (1) 
Para un valor fijo de t esta ecuación representa una curva C;¿ de lafamilia; va, 
riando t tal curva varía describiendo la familia $ . Admitiremos, además, 
que cada curva C; de la familia provenga de un solo valorde t , vale decir, 
que haya correspondencia biunívoca entre las curvas C; y los valores del paráme- 
tro t (en un cierto intervalo). Supongamos que exista una curva regular Y tal 
que por cada punto P de la misma pase una (y solamente'una) curva C;¿ de la fa- 
milia Ú , que resulte tangente (*) en P alacurva Y . Enese caso se dice que 


la curva Y constituye una envolvente para la familia 4. Deseamos-ocupar- 


(*) Esto significa que la recta tangente en P a C¡ “coincide con la recta tangente a Y en'P , 
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nos de la determinación de la misma. 
Hagamos la hipótesis que, en el plano xy exista un campo A que contenga a 
Y y tal que, al variar en élelpunto (x, y) y al variar el parámetro t en cierto 
intervalo I ,lafunción f(x,y,t) resulta continua junto con sus derivadas des 
ciales primeras fy, fy, £ entre las que las primeras dos no se anulan simultá- 
neamente (es decir, E + iS > 0 ). Esta última condición asegura que ninguna de 
las curvas C¿ tiene puntos singularesen A. 
Representemos la envolvente Y con ecuaciones paramétricas 
x = xt) yJ=40, (2) 
asumiendo como valor del parámetro t ,enunpunto P cualquiera de Y , el 
mismo t que le corresponde a la curva C¿ queenP resulta tangente a Y 
Las dos funciones x(t), y(t) deben verificar dos condiciones, La primera tra- 
duce el hecho de que el punto P[ x(t) , y(t) ] de Y debe también estar sobre la 
curva C¿ , por lo que sus coordenadas x(t) ,-y(t) deben verificar la ecuación 
(1) ; todo esto conduce a la 
f[x() , y(t)]=0, (3) 
que debe valer para todos los t delintervalo I . La segunda expresa que en 
P- las tangentes a Y ya C¿ deben coincidir y como tales tangentes tienen por 


ecuaciones a 


E CIA 5 y(t) 
Lx [x(0) , y (0), t] (0% =x(0) + Ly [X(0), y(),t] O -y()) = 0 
respectivamente, se deduce que debe ser 
£, Lx(0), y (6), t] x"(0) + £ylx(0), y (0), t] y) = 0. (4) 
Conviene sustituir la (4) con una consecuencia de las dos ecuaciones escritas, 


observando que de la (3) sigue, por derivación respecto de t , 


La A(0), Y (0), 4] 200 + Ly[X(0), Y (0), 8] y (O + Li x(0), y(),t]=0, 
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por lo que, restando de ésta la (4) , queda 
fi x(0),y(),t]=0 (5) 
Podemos decir, entonces, que si existe la envolvente Y , con las hipótesis he- 
chas, las funciones x(t) , y(t) que proporcionan la representación paramétrica 
(2) deben necesariamente verificar el sistema constituido por las (3) y la (5). 
Este resultado conduce, entonces, a tomar en consideración, para la determina - 
ción de la envolvente Y , las dos ecuaciones 
fx,y,t) = 0 , f(X,y,)=0 , (6) 
y examinar si ellas definen implícitamente x , y enfunción de t , y verificar 
si las funciones x= x(t) , y = y(t) que resultan dan efectivamente las ecuaciones 
paramétricas de una curva regular que sea una envolvente para la familia 
Ahora bien; todo esto puede asegurarse si, admitido que el sistema (6) sea com 
patible y llamando (x,y,T) a una solución del mismo, agregamos a las hipótesis 
hechas la siguiente: que en un entorno R del punto ,y,0) existan y sean conti 


nuas también las derivadas parciales segundas fp, Lyt » [tg » resultando en R 


9 lí, 10 
o 


fr0 - (8) 


(7) 


Y, en efecto, por el teorema de Dini, la (7) asegura el carácter de  resoluble 
del sistema (6) en un entorno de (x,y,1) ; quedan entonces definidas dos funcio- 
nes 


x = x(t) , y = y(t) , (9) 


continuas junto con sus derivadas primeras, tales que -x(t)=x, y(0) = y. 
Siendo idénticamente f([ x(t), y(t),t] = 0 se deduce, derivando con respecto a 


t 


La O YO, 4] 00) + Eyt[x(0), y (0), t] yt) + fg[ x(b), y(6),t]=0 0, 


y, teniendo en cuenta la (8) , queda excluida la posibilidad de que las derivadas 
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x'(t), y'(t) sean contemporáneamente nulas. De la (8) sigue también, siempre 
por el teorema de Dini, que la segunda de las (6) define a t comouna función 
unívoca de x, y  , con lo que cada punto (x,y) proporcionado per la (9) no 
puede sino provenir de un solo valor de t . Quedan así satisfechas todas las con 
diciones que permiten afirmar que las (9) representan una curva regular Y. 
Queda por hacer yer que esta curva Y resulta efectivamente una envolvente pa- 
ra la familia considerada. Como primer cosa por todo punto P[ x(t), y(t)] deY 
“pasa una y solamente una curva Cp / puesto que, como ya ha sido dicho, la se- 
gunda de las (6) define t como función unívoca de x, y_/ ; además, de las iden 
tidades f[x(t), y(t),t] =0 , fi[ x(t), y(t), t]= 0, derivando la primera con res- 
pectoa t yrestándole la segunda, sigue la (4) , que expresa precisamente la 


coincidencia de las tangentes en el punto P alas curvas Y , Cp. 


Se tiene entonces la siguiente regla práctica para la búsqueda de la envolvente de 
una familia de curvas planas: dada la ecuación f(x,y,t) = Ode la fa 
milia, agréguesele la ecuación fi(x,y,t) = (0 y resuélvase el 
sistema así obtenido respecto de x , y ; se hallará así una 
solución del tipo x= x(t), y = y(t) la que da las ecuacio 
nes paramétricas de la envolvente Y buscada (si se verifican 
las hipótesis precitadas). 

Se puede también proceder de otro modo, teniendo en cuenta que un punto — (x,y) 
de Y pertenece a la curva C; que corresponde a aquel valor del parámetro t 
que, en función de x yde y , está univocamente definido por la f(x, y,t) = 0 
Por lo tanto, si de esta ecuación se obtiene t=t(x,y) ,unpunto (x,y) de Y 
debe verificar la ecuación de la Ctix,y) » vale decir, la f[ x,y,t(x,y)] = 0; esta 


es, por lo tanto, la ecuación cartesiana de la envolvente Y. Se puede decir breve- 
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mente que la ecuación cartesiana de la envolvente se encuentra 
eliminando el parámetro t entre las dos ecuaciones 
f(x,y,t) = 0 , fp(x,y,t) =0. ) 

Por ejemplo, para encontrar la envolvente de la familia de rectas x+ty+ t?= 0, 
basta eliminar t entre esta ecuación y la y +2t=0 ;se encuentra así que la 


envolvente buscada es la parábola y =4x 


Como complemento de lo que precede es necesario advertir que, inclusive en log 
casos más comunes, no siempre se verifican las hipótesis z + E > 0 4 
A FO , fig 40 que nos han permitido asegurar la existencia de una curva 
regular Y , envolvente de la familia Y, Limitándonos a considerar la continui- 
dad de f, fy, Lys fi , podemos en cada caso considerar el sistema (6) en las 
dos incógnitas x, y y preguntarnos qué representan para las curvas de la familia 

G los puntos (x,y) que tal sistema define. 

Observemos, ante todo, que si existe un punto eo mn Yo) que pertenezca a to- 
das las curvas Ct de la familia Y Le es decir, como comúnmente se expresa 
un punto base de e7, tal punto verifica seguramente el sistema (6), cual- 
quiera sea t . En efecto; puesto que (xo Ñ Yo) pertenece a todas las curvas Ct 
se tiene f(Xp,yg,t) = 0 idénticamente respecto de t y, por lo tanto, también se 
rá Ít(%g, Yo» t) =0 . Entonces, si la familia tiene puntos base ,éstos es 
tarán incluidos en las soluciones del sistema (6) . 

Dejadas de lado estas eventuales soluciones x= XQ» Y=Y0 (independientes de 
t) , supongamos que dicho sistema tenga una o varias soluciones x= x(t), y = y(t) 
con X(t), y(t) dotadas de derivadas primeras continuas, no simultáneamente nulas, 


Considerada la curva Y con las ecuaciones paramétricas x=x(t), y = y(t) 


podrá solamente decir que cada punto P[x(t), y(t)] de la misma 
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es, o punto de tangencia entre Y y la curva Ci , oun 
punto singular de Ci . En efecto; de las (6) sigue, como ya se ha 
visto, la 


Lx, y (0, 100 + fy[x(0, y(),t] y) 


y, dado que hemos excluido la posibilidad x'(t) = y'(t) = 0  , quedandos casos por 
considerar: 

19 es Lx [Xx(0), y(1),t]= £yI x(t), y(t),t]=0 , yentonces P es un punto 
singular de Ci ; 2%) tales derivadas no son ambas nulas y entonces ya sabemos 


que se tiene la tangencia antes indicada, 


Como ejemplo, para la familia de círculos x? + y? - 2t?x - dty + at? - 
el sistema (6) consta de la ecuación recién escrita y de la -<4tx -4y+4t=0 y 
se encuentra inmediatamente que el mismo tiene dos soluciones (x=1,y=0) , 
(x=-1, y=2t) . A la primera corresponde un punto base; a la segunda la recta 


= -1. que es una envolvente. 


Como otro ejemplo consideremos la familia de parábolas  (x - y? - 2t(x + y) + 
+ te O para la que el sistema (6) se obtiene agregando a la escrita, la e- 
cuación -2(x + y) + 2t=0 , Se encuentran las dos soluciones  (x=t,y=0) , 
(x=0,y=t) , la primera de las cuales define el eje x  , la segunda el eje 
y . Considerado, por ejemplo, eleje x  , por cada punto P(t,0) del mismo 
con tH0 , pasa tna y solamente una parábola de la familia que resulta en él 
tangente a dicho eje; pero para t=0 se tiene el origen O por el quepasa la pa 
rábola degenerada (x - y? =0 y que tiene (en todos sus puntos y por ende tam-= 
bién) en O su punto singular. 


Naturalmente no se excluye que el sistema (6) defina solamente curvas, cuyos 


puntos sean todos puntos singulares para la curva C¿ » en cuyo caso no 
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se tiene envolvente. Por ejemplo, para la familia de semicúbicas y -(x - y? =0 
se tiene el sistema formado por la ecuación escrita y la 2(x -t)=0 ,cuya única 


solución es Xx 


,»y=0 (eje x). Pero cada punto (t, 0) deleje x es un 


punto singular (cúspide) para la semicúbica pasante por él, 
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CAPITULO XXVIII! 


Aplicaciones geométricas 


il -PUNTOS DE CURVATURA Y PUNTOS DE INFLEXION DE 
LAS CURVAS. 


Consideremos en el plano xy una curva regular y , definida por las ecuacio 
nes paramétricas x=x(t), y=y(t) ,con t variando en un intervalo base A, 
Un punto de Y será indicado con una notación del tipo P(t) , donde t es el va 
lor del parámetro que le corresponde. Supondremos que las funciones 
X(t), y(t) admitan siempre derivada segunda. 

Fijemos un punto P(tpg) en Y, y llamemos To a la recta tangente en él a 

Y . Diremos que Po esun punto de curvatura para la curva Y si, 
en el intervalo A  , se puede encontrar un entorno 1 del punto to tal que los 
puntos P de y provenientes de los valores tXt¿ de tal entorno queden todos 
de una misma parte de la recta tangente T¿ ;en el caso contrario diremos que 
Pg esun punto de inflexión), 

Como es sabido, la ecuación de o se escribe  (x “Xy =(y- YX = A 
por lo tanto la distancia (con signo) de un punto (x,y) ala tangente TG está da- 
da, salvo un factor constante, por la expresión (x “Y - (y “IN . Tendre 


(*) Enel caso particular de un diagrama cartesiano y=f(x) , esta definición de punto de in- 
flexión coincide con la ya dada en el Cap. X,n%1., 


(**) Se ha indicado x(to) =Xg , x'(to)=x'0 , ete; notaciones similares se usarán en lo que si- 
gue, 
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mos, entonces, que Po será punto de curvatura si y sólo si la función — «p(t)= 
=[ x(t) -Xo ly -[y(t) -Yolx'o , que es nula para t= ty , se mantiene siempre 
positiva o siempre negativa para todos los tX t de un entorno 1 del punto tg, 
vale decir, cuando la «y(t) tiene en tj un punto de minimo o de máximo propio, 
Siendo (p*(t) =x'(t)y'y - y (X'g , Qt) =x"(t)y'] - y"()x'g , será ip'(tp)=0, 

9" (to) == (X!9y"o - x"9Y'0) y entonces tendremos que 

1 -Condición suficiente para que un punto Po de Y sea pun 
to de curvatura es que resulte x'yy"o -x"py'p 0 ; condición 
necesaria para que sea un punto de inflexión es que sea 
x9y'0 -*0y0=0 . 

Observemos que si en todos los puntos de y resulta x'y" -x"y!= 
=0 ,la curva Y será una recta, Enefecto; si x'=0, será x=c (con 
c constante) y la tesis quedaría probada; si no fuera x' idénticamente nula, e- 
xistiría un punto ty donde x'* 0 , manteniéndose esta desigualdad en todos 
los puntos de ha entorno 1 de to . En tales puntos se tendría ENE INN 0 
o sea, (7 =0 , de la que sigue L=o, y'=cx' , Deaquí, y=cx+Cy] 
debiendo notarse que 1 coincide con A , ya que si supiéramos queen los extre 


mos de 1 tenemos x'=0 , resultaría también y!=0 , contradiciendo la 


hipótesis de que Y sea una curva regular, 


Pasemos a considerar una curva regular Y del espacio xyz , en las ecuacio- 
nes paramétricas 

EA e O a EE: pue 00) 

con el parámetro £ variando en un intervalo base A , y supongamos también 

en este caso que las tres funciones (1) posean derivada segunda, Sea Pg un pun 


to de Y determinado en correspondencia a un valor fijado tg ; diremos que Py 
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es punto de curvatura para Y si se puede encontrar por lo menos un pla 
no tal que la curva plana 1% , Proyección ortogonal de Y sobre tal plano tenga, en 
el punto P, proyección de Po , Un punto de curvatura; en el caso contrario di 
remos que Pp esun punto de inflexión. Demostraremos que: 
TI -Condición suficiente para que un punto R de y sea pun- 
to de curvatura es que la matriz 

Eo. 10. “o 

(2) 

xo Yo "o 
tenga característica igual a 2 ; condición necesaria para 
que tenga un punto de inflexión es que tal matriz tenga carac 
terística uno”, 

Dem. Sila (2) tiene característica igual a 2 , existe un menor de 22 orden 
en la misma distinto de cero. Sea, por ejemplo, _ xoYo -Xx"oY'o %0; entonces 
por el teor. 1 la curva plana x= x(t), y = y(t) (que es la proyección ortogonal 
de Y sobre el plano xy) tiene en el punto Po, Yp) un punto de curvatura, de 
lo que sigue la tesis. 


Notemos que si en todos los puntos de Y la matriz 


xoyozl 
xn yan 


tiene característica uno, la curva y será una recta, En efecto 


resultan ser rectas sus proyecciones sobre los planos coordenados. 


2 -PLANO OSCULADOR Y CIRCULO OSCULADOR. 
Consideremos en el espacio xyz la curva Y definida por las 
x = x(t) , y = y(t) , z= z1t) (1) 
y fijemos sobre la misma un punto Py correspondiente al valor tp del paráme 


(*) Noes gonibla que la (2) tenga característica cero porque, por definición de curva regu- 
lar, es x2+y 24212 > 0, 
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tro, tal que la matriz 
Xx y! zi 
0 0 0 
(2) 
xo yo zo 
tenga característica dos (excluimos, por lo tanto, que Y sea una recta). 
Entonces Po es un punto de curvatura y existirá ciertamente un entorno 1 de 
ty tal que cada punto P(t) de Y , proveniente de un tAX t de dicho entorno, 
no resulta situado sobre la tangente %¿ a Y en Py - Para cada punto P(t) a 


que hemos hecho referencia resulta bien determinado el plano  w(t) que pasa por 


*T y y por el mismo punto, La ecuación de tal plano puede escribirse: 


X -Xo a 2 -Zp 
xo yo 2% =0, 5) 
x(t) - Xp y() - yo z(t) -zo 


ya que ésta se verifica en todos los puntos  (x,y,z) de Toy (enlos que los ele- 
mentos de la 1* fila resultan proporcionales a los de la 2%, y también en el punto 
P(t) (donde la primera fila resulta idéntica a la 3%). 

Cuando P(t) varía sobre Y ,.el plano «(t) varía en el haz de planos de e- 
je % ; demostraremos que, con las hipótesis hechas, cuando  P(t) tiende al 
punto Pp (es decir, cuando t —tg) tal plano tiende a un bien determinado pla- 
no límite “w , que llamaremos el plano osculador alacurva Y enel 
punto P( . Con ese objeto, transformemos la ecuación (3) sustrayendo de la 3 
fila, la e multiplicada por t- to y después dividamos por Es la nue- 
va 3% fila así obtenida; encontramos de tal modo la 

X -Xp Y - Yo Z-Zp 


x' Z 


0 


0 yo 
X(t) - Xp - (t -toJx'o y(t) - Yo — (t -to)y"0 z(t) - zo - (t -to)z'o 


34 =to) 3 -to) ze - tp? 
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Si sobre ésta pasamosel límite para t-—tg se obtiene, con una aplicación del 


teorema de De L'Hospital, la ecuación límite 


X -Xo Y -Yo Zz-Z 
xo Y zo do (4) 
x" yo 2" 


que es una efectiva ecuación (y no una identidad 0=0) gracias a las hipótesis he 
chas sobre la matriz (2) . Existe, entonces, el plano » límite para t— ty 
del plano variable w(t) y la (4) nos proporciona la ecuación del mismo. 

Concluyendo, podemos enunciar: dada en el espacio una curva regu- 
lar Y (que no sea una recta), llámase plano osculador a Y 
en un punto Pg de dicha curva, al plano límite de los indivi- 
dualizados por la tangente 7 en Po y otro punto P de Y, 
cuando P tiende a Po . El plano osculador existe segura- 
mente en todo punto Po donde la matriz (2) tenga caracte- 
rística dos y, en tal caso, su ecuación está proporcionada 
por la (4) 

Observemos que, sila curva y es plana, el plano osculador en cada pun- 


to de la misma coincide, evidentemente, con el plano de la curva, 


Consideremos ahora el círculo Y (t) que pasando por Pg esen tal punto tan 
gente a la recta To , y que pasa, además, por el punto P(t) . Demostraremos 
que, al tender P(t) a Po (es decir, para t— tp) tal círculo Y (t) tiende 
a un determinado círculo límite Yo que será denominado el círculo oscula- 
dor ala curva Y enel punto Po . Con tal motivo observemos que el círculo 
Y (t) está evidentemente contenido en el plano  «w(t) que tiene a (3) por ecua- 


ción, Su centro C(t) surge como intersección de este plano (3) con otros dos 
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planos así definidos: el primero es el plano que pasa por Po y esperpendicular a 
la recta YT  ,esdecir, de ecuación 
XI (% Xp) + Y 9 — Yo) +29 (2 -2p)=0 5 (5) 
el segundo es el plano que, pasando por el punto medio entre P¿ y P(t) , es 
perpendicular a la recta que une dichos puntos, vale decir, el plano de ecuación 
po xp] 6% - ZO 220) aq yt) y, 107 - LO 20) + pat) =p kz - 20 20)=0, 
o sea, 
[ (6) -Xg J0% = Xp) + [y (0) - Yo] (Y - Yp) +1 2(0) 29162 - 20) - AO) -xp 1 Es 
O) -y91? - Hato - 291 = 0 

Por último, el radio R(t) está definido como distancia de C(t) al punto Pp. 

Debemos hacer ver que el plano w (t) ,elcentro C(t) yelradio R(t) ad- 
miten límite para t—tg. 

En lo que respecta al plano w (t), ya sabemos que tiende al plano osculador (4). 
El centro C(t) queda individualizado como intersección de los tres planos (3) , 
(5) y (6) ; side la (6) restamos la (5) multiplicada por t— tg y después di- 
vidimos la ecuación obtenida por Le , Podemos también decir que C(t) 


queda individualizado por las ecuaciones (3) , (5) yla 
Xp = (t -to)x! (t) - Yo - (t -to) y" 
X(t) - xp — (t,- to)x'0 xp) + y(t) - yo — (t - to)y'o Y -yp) + 


Le tp)? sets 
y El) 207 -t0%%0 q.) Lt) xol [yt y 
ql - tp? E (E =t2 > (t - to)? 


2 
LAA (m 
(t - to) 

Para t—+t, elplano (3) tiende a la posición límite (4) , el plano (5) está 
fijo, mientras que con una fácil aplicación del teorema de De L'Hospital se encuen 
tra que el plano (7)tiende al plano límite de ecuación 

Xy (X Xp) +Y"g 0 — Ig) +2" (2 20) - +ye +20) =0 (8) 


Los tres planos límites (4) , (5) , (8) así obtenidos tienen en común un (y so- 
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lamente un) punto Cog » ya que inmediatamente se ve que el determinante de los 
coeficientes de x, y, z en sus ecuaciones es igual a la suma de los cuadrados de 


los tres determinantes 


yo "e ZU Xx xo y 
de los que al menos uno es, por hipótesis, distinto de cero. Tal punto Cy da la 
posición límite del centro C(t) de Y (t) y para sus coordenadas, que indicare- 


mos con Xy, Yo, Zo. , se encuentra las expresiones 


a 2 4 y12 4 gi?) Bozlo - Co" 
X= Xp + A+yAAZ 
07 xo +09 + yo e +B+C 
2 ¿12 CoX'9 - Aoz'o 

Y. =Y, + (0 + yr +20) . (10) 
A O E ET 

Y 28 Agy'o - Box'o 
Zo =2p + ANA mi + Bp +07 $ 


Por último el radio R(t) , quees la distancia de C(t) a Po » tiende a la 


distancia Ro = / (Xo 0) + (Yo - yo)” + (Zo 0)? del punto Cp » recién de 


terminado, al punto Po; de las (10) sigue entonces(*) 
(a ye Az 

(Ag + BZ + 0%) 

Concluyendo podemos enunciar: dada en el espacio una curva regu- 


Ro= (11) 
lar y (que no sea una recta) y fijado sobre la misma un pun 
to Po ,» lMámase círculo osculador a Y en el punto “Po al 
círculo límite de los círculos que pasan por Po conla mis- 


(*) Téngase en cuenta que 
O AC 
(By 219 =Coy'o)” + (Cyx!p - Agztp)” + (A9 yo - By 3 ( ) ] 


Mai ñ E O 
0 +0 
= ya que Apx', +B,y!p +CoZ!p=0 
a 2 2 0%0 00 0%0 
o 2 yo +20 
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ma tangente To a Y , y por otro punto e de Y , cuando 
P tiende a Po 

El círculo osculador existe seguramente en todo punto Po 
en el que la matriz (2) tenga característica dos; está conte 
nido en el plano osculador a Y en Po , Su centro Co tie 
ne las coordenadas proporcionadas por las (10) y su radio Ro 
está dado por la (11). 

Las fórmulas (10), (11) se simplifican notablemente si como parámetro sobre 
la curva se asume la abscisa curvilínea (o arco) s . Representan 
do Y con las ecuaciones paramétricas 

x = x(s) , y = y(s) , z= z(s) (12) 
e indicando con un ápice las derivaciones respecto de s , sabemos que en todo 
punto resulta xy? 22=1 y, por ende, derivando, x!x"+y!y"+2!z"=0, 

Resulta así 

' , Er a 1 o 
xo Yo zo 0 AY AO 
Bpz!p + Coy!o = (ElpxX"p —Z""pX'p)Z"g — (py KO 0) YO 
=x" vé + 212) - 9 (Y 9y "y + 2920) = Xx (A -x10) + XXIX» 
y, análogamente, 
CoxX'o - ApZ'o = Yo + AgY'o -Boxto=="0 

Por lo tanto, se se adopta la representación paramétrica (12) ,las (10) y (11) 

se transforman en 
2" 


” 


z 
Za=Z, Ho 
o » 
y +2 


xo +y 


1 
Ro= 
a Eat +27, 
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En el caso de una curva plana 
x=x(b) , y = y(t) , (15) 
el círculo osculador en un punto Po de la misma yace siempre en al plano de la 


curva y, de las (10), (11) /donde se ponga 2¿= 2 =2"y=0 y, por ende 


'p = 0_/ resulta que el centro de tal círculo tiene las coordenadas 
2 


2 2 2 
e xÓ + y0 a s xO + yÚ 
Xo=* IN 0 Y , Yo =Y0+XO xT0y "o = "oyo (16) 
mientras su radio vale 


A 


EA 
cta ye 


Pego =x"oy'01 
En particular, si y es un diagrama cartesiano y=f(x) , resultara x!,=1 


xo =0 ylas (16), (17) toman la forma 


2 
=xp -£1(0,) 14820) Y, =1 110) ñ 
E0 = o =P pg) , 0100) + pg) (18) 
3 
- Leo) y y 
0 | Lo) | 


3 -TRIEDRO PRINCIPAL, FORMULAS DE FRENET. 

Considerenivs en el espacio xyz una curva regular Y . En este n% se 
supondrá siempre que los puntos de y están referidos al arco 
s  ; esdecir, adoptaremos las ecuaciones paramétricas (12) del n? preceden- 
te admitiendo, además, la existencia de las derivadas terce- 
ras de las funciones x(s), y(s), z(s) . 

En cada punto P de y existirá una determinada tangente % que supondremos 
orientada de modo concorde al sentido positivo de Y (es decir, de los arcos cre- 
cientes), Existe también”? en P un plano osculador w yun círculo osculador 


Y contenido en 4, de centro C yradio R (que resulta tangente a la recta 


T en el punto P»). En general todos estos elementos son variables cuando P 


(*) Supuesto genérico, en el sentido que en él la matriz de costumbre 
racterística dos. 
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varía sobre Y . 

Liamaremos normal principal enelpunto P ala recta n que une 
P conelcentro C del círculo osculador y la supondremos orientada de P ha- 
cia C . Talrecta n resulta perpendicular en P ala tangente T y yace so- 
bre el plano osculador; se puede, por lo tanto, decir también que la normal princi- 
pal es, entre las infinitas perpendiculares a la tangente % en el punto P aqué 
lla que está contenida en el plano osculador. 

Llamaremos binormal enel punto P alarecta b que, pasando por P, 
sea perpendicular a las dos rectas Y y n ,yesté orientada de modo que la ter- 
na Unb resulte superponible a la terna xyz de los ejes coordenados. Se pue- 
de también decir que la binormal es, entre las infinitas perpendiculares a la tangen 
te T en P , aquella que es perpendicular al plano osculador. 

Las tres rectas %,n,b forman un triedro trirrectángulo de vértice P ,que 
se denomina el triedro principal de la curva Y enel punto P , Lasca- 
ras de este triedro son: el plano osculador ,que contiene a % y n ; 
el plano normal ,que contienea n y b yel plano rectificante, 
que contiene a b y Da 

Al variar el punto P sobre Y ,lasaristas 7,n,b del triedro principal, 
varían, en general, de orientación; en otras palabras, sus cosenos directores son 
funciones del arco s . Indicaremos con a ,fB , Y alos cosenosdirectores de 
la tangente 7 ;con E, n,b5 alos de la normal principal n ; con A,p,>» 
a los de la binormal b  . Si tenemos presente (como lo sabemos de la Geometría 


Analítica) que resulta 


>vwrao 
E>Ssw 
er 
" 
. 
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y que cada elemento del determinante recién escrito es igual a su complemento al- 
gebraico (de modo que, por ejemplo, 

A E=pY- 9, »A= Br-Yn),(0) 
obtendremos las denominadas fórmulas de Frenet, que tienen el objeto de expresar 
las derivadas respecto del arco s de los nueve cosenos directores recién intro- 
ducidos(*) , Por medio de dichos cosenos directores y otras dos magnitudes que in- 
troduciremos: la curvatura y la torsión. 

Continuaremos indicando con ápices las derivaciones con 
respecto a Ss y utilizaremos las fórmulas del no precedente, sin poner 


más el índice cero a las distintas magnitudes en consideración, 


Comencemos estableciendo el primer grupo de fórmulas que proporcionan las de 
rivadas a,8B,y de los cosenos directores de la tangente % . Sabemos 
que a=x',B=y!,y=2' ;de ahí que 

a=x" 3000 ¡Pty yezn (2) 

Transformemos estas fórmulas teniendo en cuenta que, de la (14) del n? prece 

dente obtenemos 
x02 4 yo? y qn? += y (3) 


lo que permite escribir las (13) del no precedente del siguiente modo: 


X -x=R2x" A Y -y=R?yn 5 Z-2=R?z" 
L Xx 1 Xy e EZ 
y, por lo tanto, deducir x" E K 5 ye R KR y an E 
Tras esto recordemos que la normal principal n une los puntos P(x,y,2) , 


C(X,Y,Z) que tienen distancia R  , por lo que sus cosenos directores valen, 


respectivamente <= ? SU 5 La . Se puede, entonces, escribir 


(*) Tales derivadas existen, en virtud de la hipótesis que x(s) , y(s) , z(s) sean  derivables 
tres veces. 
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x=lg, y"= En ¿a = 4 $ y, sustituyendo en la (2), se obtiene el primer 


R 
j 
grupo de fórmulas de Frenet 
da Ll A av 
ds R E id ds R" A ds R E 4) 
Recordemos que el factor 4 que interviene en las (4) es el recíproco del ra- 
dio del círculo osculador; por una razón que veremos en el número sucesivo, R 
se llama también radio de curvatura y su recíproco, h , la curvatu 


ra de y enelpunto P , 


Pasemos a deducir el segundo grupo de fórmulas que proporcionan las derivadas 
My pt, Y» de los cosenos directores de la binormal b . Con ese objeto 
comencemos observando que, siendo A 2 +p 3 +Y 2. 1 , obtenemos derivando: 
M + pa t+ 9 '1=0 . (5) 
En segundo lugar tengamos en cuenta que, siendo 3 ,b rectas  perpendicula 
res, se tiene g A +8p +Y» =0 con loque, derivando, resulta a'A +8'p + 
+yY+a A +8 p+y Y! =0 . Si en esta fórmula sustituimos a', B', Y! por 
las expresiones dadas en (4) obtenemos + (Ed+np+5Y9)+aN +gp + 
+ yY!=0 , y como la suma indicada entre paréntesis vale cero (pues n y  b 
son rectas perpendiculares entre sí), se deduce que 
ax +Bpu+yv=0 , (6) 
Las (5) y (6) muestran que »' , p', y' pueden considerarse números propor 
cionales a los cosenos directores de una recta que sea normal tanto a la binormal 
b como a la tangente % ,.es decir, de una recta paralela a la normal n 
Sigue que M' , p' , ' son, necesariamente, proporcionales a E ,n,5 5 
indicando con Er al factor de proporcionalidad (positivo, nulo o negativo; varia- 
ble, naturalmente, con P ,es decir, función de s ), llegamos al segundo 


grupo de fórmulas de Frenet: 
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dA du dy 


Po E Ji 
ci is E ds 0 7 0 


iS 
Veremos en el n* sucesivo, el significado geométrico del factor + » Que se de 


nomina torsión de la curva y enel punto P. 


Obtengamos, por último, el grupo de fórmulas que expresan las derivadas E' , 
n/» 5', de los cosenos directores de la normal principal n . Porla (1) se 
tiene E = y y- YB y entonces, derivando y teniendo en cuenta las (4) , (7) y 


(Mm: 


p 1-9 Bo pr Bm O 50 (BS YM = 


E A 
0-7 A. 
Un cálculo análogo puede hacerse para ni » 5' lográndose así el tercer 


grupo de fórmulas de Frenet: 
Ms. «Ly EUN =-Akpul GE =-Lr- 
ds he -7 . 5 RPP ds Sl Lg 
Las fórmulas de Frenet encuentran muchas aplicaciones en cuestiones geométri- 


cas y mecánicas. 


4-CURVATURA Y TORSION. 

Consideremos la habitual curva Y con las ecuaciones paramétricas x=X(S) , 
y =y(s), z=Zz(s) , con las mismas hipótesis del n precedente . 

Deseamos definir en cada punto P(s) un número que nos indique cuánto se apar 
ta la curva de un comportamiento rectilíneo, en la proximidades de P . Conside 
remos otro punto P,(s+As) de Y ,lasrectas T, Y“ tangentes a Y en 
los puntos P, Pz respectivamente, y llamemos (con 0< 6 <T) alángu 
lo de estas dos rectas. Evidentemente, si Y fuese una recta, resultaría siempre 

8 =0 ; por lo tanto, cuanto mayor sea 9 , a igualdad de longitud del 


arco comprendido entre los dos puntos P, P, , tantomás po- 
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drá retenerse que tal arco se aleje de un comportamiento rectilíneo, o sea, tanto 
más debe considerarse que se ha encurvado. 

Esta consideración nos induce a medir la curvatura del arco PP, me- 
diante la relación entre el ángulo 0 yla longitud As delarco PP, yaasu- 
mir como curvatura de y enel punto Pel límite de tal cociente al 
tender P, al punto P (es decir, para As —0), 

Mostraremos ahora que tal límite existe y es finito, Observemos, entretanto, que 

A- es un infinitésimo con As yque, poniendo sen8= (M , también (” es un 
infinitésimo con As .Setiene € =arcsen ( y, recordando el desarrollo 
en serie de la función arco seno, tendremos O =0(1+€ ) donde E señala un 


infinitésimo con ( , es decir con As . Sigue que 2 = + (1+€ ) por lo 


lim Sen 0 e 


9 - 
3 (si existe) debe coincidir con aso 75 As pa a” 


que el límite dim 20 75 
Ahora bien, la recta Z tiene a (8), B (s), Y (s) por cosenos directores y la 
a a a(s+4s), B(s+4s), Y(s+ 8); de ahí que, por una conocida fór 


mula «de geometría analítica, pueda escribirse 


B (s) Y (8) 


hara 
a(s+ As) fB(s+A4s) Y(s+4s) 


sen 8 = 


a(s) Bís) Y (s) ) 
a(s+As)-a(s) B(s+4s)-B(s) Y (s+A 8) - Y (s) 


y, en consecuencia 


2 
sen 8 _ a(s) B (s) Y(s) 
As a(s+A s) - a(s) B (s+1 s) - B(s) (5 +A 5) -1(s) 
As as As 
Se deduce así que existe el límite del cociente ¿A para As —»0 y que 
resulta 
é aís) Bl) ri” 
lim = 
A1s—=0 As 
sd (: (5) Br) a 
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Calculando el cuadrado de la matriz, y teniendo en cuenta que a a + p? + Y Aa 


y porende aa' +fB' + YY'=0 , se obtiene 


J 2 
al = fa?d+glrr?, 
Y 


o también, recordando que a =x!, B=y!,Y=z! ylafórmula (3) del n pre 


cedente: 


gen0 
£en0, - 
As—0 4A8S 


Concluimos entonces que: definida en cada punto P de Y la cur- 

vatura como límite lim 2 , donde Ú es el ángulo formado 
14s—0 48 

por la tangente % en P y ola tangente 'G, en otro punto P, 


de Y ,y As esla longitud del arco PP, ,tal curvatura re 


sulta igual al recíproco del radio del círculo osculador. 


Propongámonos ahora definir en cada punto P(s) de Y un número que indique 
cuánto (en las proximidades de P) se aparta la curva de un comportamiento pla- 
no, Consideremos otro punto Py (s+ As) de Y , los planos osculadores ., 
4, enlos puntos P,P, yllamemos (con 0< 9 <n ) alángulo formado 
por estos dos planos, Es de notar que el ángulo y es también el ángulo 
de las binormales b,b, en los dos puntos considerados. 
Evidentemente, si Y fuese una curva plana, resultaría siempre Q =0  yenton 
ces, con consideraciones análogas a las desarrolladas en el caso precedente, se 
presenta natural medir, en el punto P ,el alejamiento de Y de uncomportamien 
to plano /o, como se dice, la torsión enel punto P_/ , mediante el límite 
Aim, 2 - Evidentemente la demostración de la existencia de este límite y su 
cálculo se realiza de idéntica manera a la seguida poco más arriba: basta sustituir 


8 con $ y a, 8,Y  conlos cosenos directores A ,p ,”» de la binormal 
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Se encuentra así que la torsión está dada por una fórmula a- 


náloga a la (1) ,» €s decir que está expresada por 


2 


+y . Si retomamos las fórmulas de Frenet (7) del n% 


precedente y se las suma tras haberlas elevado al cuadrado, se obtiene 11? sE 
+1? L de modo que la torsión resulta igual a 5l 
me» SY" 

Podemos entonces decir que: el factor + que interviene en la (7) 
del n% precedente es, en valor absoluto, igual a la torsión de 
la curva Y en el punto P definida como lim £L. dondeg 

ASs—0Q 48 

es el ángulo formado por la binormal b en P- yla binor 
mal bj, en otro punto Pj deY y ¿As es la longitud del 
arco PPj. 

Este límite, que es un número positivo o nulo, se llama con mayor propiedad 


torsión absoluta, reservándose el nombre de torsión alfactor, con 


signo, Í , que interviene en la (7) del n% precedente. 


5-EVOLUTA Y EVOLVENTE DE UNA| CURVA PLANA, 
Consideremos el caso particular de una curva plana Y situada en el plano xy, 
con las ecuaciones paramétricas 
x = x(s) , y = y(8s) (1) 
siendo s elarcode Y , Para tal curva no tiere ninguna importancia la conside- 
ración del plano osculador (que es el plano xy de la curva) , de la binormal (que 


es siempre perpendicular al plano xy) y de la torsión + (que vale siempre ce- 
ro). Quedan por considerar, en cada punto P(x, y) de Y la tangente % ;la 
normal principal n , que se llama simplemente la normal, que es la perpen— 
dicular en P a la tangente % trazada en el plano de la curva; el círculo 08- 
culador Y , de centro  C(X,Y) , situado sobre la normal n ,y 


de radio R= . Los cosenos directores de la tangente sona=x' 
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g=y' ;losde la mormal n son 5£=%2£ , n= Y tas fórmulas 
de Frenet (4) y (8) del n% 3 se reducen a las a'= E A pr=hn» E=-La > 
n =- E B . Al variar el punto P sobre Y , elcentro C del círculo oscula 
dor, llamado también centro de curvatura , cuyas coordenadas son 
X=x+RE 5 Y=y+Rn . (2) 
varía en general, describiendo cierta curva Y* que se llama la evoluta de 
Y . Puede entonces decirse que la evoluta de una curva Y es el lu- 
gar de sus centros de curvatura.  Sus.ecuaciones paramétricas están 
dadas por las mismas (2) , con el parámetro s , del que son función las x, y, 
E,n ,R . Téngase bien presente que s esel arco sobre la curva dada Lia 
pero en general, no lo es sobre la evoluta, 
Demostremos dos notables propiedades de la evoluta . 
I-La recta %* , tangente en un punto C de la evolutaY * 
coincide con la normal n a la curva Y en el punto corres 
pondiente e. e 
Dem. Delas (2) sigue que los cosenos directores de la tangente 7* son 
proporcionales a 
XI=x1+RE' +R'E =a RL a +R'E =R'E . 
Y=y'+R ny +Rin =8 -RAGg+R'n=R'in ñ 2 
es decir, son proporcionalesa E , n . Esto muestra que % * es paralela a 
la normal n ycomo ambas rectas pasan por C ,coincidirán, que es lo que 
queríamos demostrar, 
U - La longitud del arco evoluta comprendido entre dos puntos 
Os C; de ésta es igual a la diferencia entre los radios de 


curvatura DS BR; de la curva dada Y en los puntos corres- 


pondientes A A 
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Dem. Si designamos con s* alarco sobre la evoluta Y* se tendrá (45) = 


2 2 » ds* ; jul 
=X'"+Y'"' y, por lo tanto, gracias a la (3) , $5) =R'?, Sigue E - 


=+3R 5 8% =tR+e (con c constante). Escribiendo la relación análoga pa- 


7 ds 
ra el punto P, , st= TR, +c y restándola de la precedente se obtiene 


18% st |=|R-R¡| , quees lo que queríamos demostrar. 


Fig. 68 


Como consecuencia del teor. 1 se tiene que la evoluta Y * de una cur 
va Y es la evolvente de las normales de Y , Estaes la propie- 
ad que más frecuentemente se aplica para determinar efectivamente la evoluta de 


una curva dada (teniendo en cuenta lo que se ha dicho en el Cap. XXVI, mn 6) 


El teor. II nos permite resolver inmediatamente el problema inverso: dada una 
curva Y*, hallar las curvas que la tienen por evoluta, que se llaman las evol 
ventes de Y* , Resulta claro que el teorema puede interpretarse así (ver fig. 
68) : si un hilo de longitud fija, superpuesto sobre una parte de Y * , se separa de 
tal curva de modo que la parte separada permanezca tensa (según la tangente en a- 
quel punto C donde el hilo se aleja de Y * ), elextremo libre P del hilo des 


cribe la evolvente Y . Esto permite que intuitivamente se justifique el hecho que 
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una curva Y * tenga infinitas evolventes, las que se obtendrán en su totalidad va 
riando el punto Co de Y * del que se comienza a separar el hilo. La separación 
puede realizarse en uno u otro sentido; se obtienen así, partiendo de Co , dos 
ramas de una misma evolvente. 

Analíticamente, si X= X(s*), Y = Y(s*) son las ecuaciones paramétricas re- 
feridas al arco s* de la curva Y *,la tangenteen C a Y* tienepor cosenos 
directores a X'(s*), Y'(s*) y entonces el punto P correspondiente de la evol 
vente Y /dado que CP , Salvo una constante arbitraria C  , debe ser igual 
a -s*_/ tiene por coordenadas a 

x = X(98*) + (c - s*) X'(s*) . y = Y(s*) + (c - s*) Y'(s*) , 


Se tienen así las ecuaciones paramétricas de todas las posibles evolventes. 


En este curso de Lecciones no nos detendremos sobre otras aplicaciones geo- 
métricas (estudio de los puntos singulares de las curvas, propiedades diferencia- 
les de las superficies, etc.) que serán estudiadas en los cursos paralelos de Geo- 


metría, 
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CAPITULO XXIX 


Ecuaciones diferenciales ordinarias 


1-GENERALIDADES. 

Se llama ecuación diferencial ordinaria de orden hn  unae- 
cuación en la que figure como incógnita una función y=y(x) de una varia — 
ble y que establezca un vínculo entre la variable x , lafunción y(x) y las 


A Tal ecuación es, entonces, 


primeras n derivadas y, y”, 20.5 yo de ésta 
del tipo 
EY, Y" Ys 0... y 0) 0 , (1) 
siendo la f una determinada función definida en cierto campo del espacio, de 
n+2 dimensiones, de las variables x,y,y!,y",.. y) . Naturalmente, algu - 
na de éstas puede no aparecer efectivamente en la ecuación dada; sin embargo, la 
ya) debe siempre figurar explícitamente si se desea que la (1) sea precisa- 
mente de orden n yno de orden más bajo. 
Toda función y(x) que, en cierto intervalo I deleje x  , sea derivable n 


veces y haga que resulte f[x, y(%), y(X), ..., ye) l= 0, idénticamente en 


(*) El adjetivo ordinaria tiene por objeto recordar que la función incógnita y depende de 
una sola variable x ,-Se pueden naturalmente considerar también ecuaciones diferenciales 
en las que la incógnita sea función de dos o varias variables y que establezcan un vínculo 
entre estas variables, la función incógnita y sus derivadas parciales hasta un cierto orden 
n . Tales ecuaciones se denominan ecuaciones diferenciales en derivadas par 
ciales y hablaremos de las mismas en el Cap. sucesivo. En el Cap. actual diremos sim 
plemente ecuación diferencial en lugar de ecuación diferencial ordinaria 
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I, llámase una solución o mejor, una integral de la ecuación (1) 
Su gráfico se denomina una curva integral de dicha ecuación (1) . Resol 
ver o integrar la ecuación dada significa determinar todas sus integrales. 
Se dice que una ecuación diferencial de orden n es de forma normal cuando 
viene dada bajo la forma 
JD =Fb yy... JD], 0) 
vale decir, cuando se presenta resuelta respecto de la derivada y(%) de mayor 
orden. 

Advirtamos que, hasta expreso aviso en contrario, la variable y las funciones 


serán supuestas reales. 


Para irnos haciendo una idea de cómo está constituida la totalidad de las inte= 
grales de una ecuación diferencial de orden n , comencemos a considerar algu 
nos ejemplos muy simples. 

Ejemplo 1%) Supongamos dada la siguiente ecuación diferencial de primer orden, 
de forma normal 
y' = f(x) . (3) 

donde f(x) es una función continua, definida en un intervalo 1 . Por lo que se 
dijo en el Cap. IX, n% 6, todas Uy solamente) las soluciones de la (3) están da- 
das por la fórmula 

y(x)=C .f £(t) dt , (4) 
donde a es cualquier punto fijado en E y C una constante arbitraria, 

Entonces, la ecuación de primer orden (3) tiene sus infinitas integra — 
les dadas por la (4) , las que dependen de una constante arbitraria, Puede 
también decirse: la (3) admite una familia oo de curvas integrales 


(dependientes del parámetro C ). 


—A-)—_—- »- 
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Ejemplo 22 ) Consideremos otra particular ecuación diferencial de 1% orden 
, 
de forma normal, como la siguiente 
Pl . (5) 
Si multiplicamos ambos miembros por e* (que es siempre > 0 ), seob - 
tiene la ecuación equivalente e * (y!-y)=0 osea, (e* y)=0 ;de aquí se 
deduce que necesariamente e*,y=C (con C constante arbitraria), vale 
decir 
y=ce* (6) 
Viceversa, inmediatamente se verifica que esta función satisface la (5) ,cual 
quiera sea el valor de la constante C  . Entonces la ecuación de primer or- 
den (5) tiene sus infinitas integrales dadas por la (6) , dependiendo éstas de 
una constante arbitraria, es decir, admite una familia vo! de curvas integra— 
les. 
Ejemplo 30) Consideremos la siguiente ecuación diferencial de 2% orden, de for 
ma normal 
y" =£(x) , (7) 
con f(x) función continua en un intervalo dado 1 . Fijado un punto a de I, 
de la (7) sigue 
x 
yx) = C1 *[ £(s) ds 
Et 
(con Cy constante arbitraria) y, sucesivamente, y(x) = C¡ x + Ca «JUscanas 
a 


(con Cg2 constante arbitraria). Esta última fórmula puede escribirse más sim - 


plemente si se realiza en la integral In . dt una integración por partes, asu 


miendo t-x como integral de dt ; se obtiene así y(x)=C¡x + Cg+ 
t tx 
[[1 ds. (t -x)] Sel -x) f(t) dt , osea 
ta a x 
y(x) = 0 x+03+/ bx —t) £(p) de á (8) 
a 


Viceversa, es bien fácil comprobar que esta y(x) verifica la (7) , cuales — 
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quiera que sean los valores de las constantes Cz» Ca . La ecuación de se — 
gundo orden (7) tiene, entonces, sus infinitas integrales dadas por la (8) , 


que dependen de dos constantes arbitrarias, es decir, admite una familia vo? de 


curvas integrales, 


En base a estos ejemplos puede presumirse que, dada una ecuación diferencial 
de orden n , la totalidad de sus integrales deba depender de n constantes ar 
bitrarias Cy, Cg, ..., Cp , O sea, que sus curvas integrales formen una fa— 
milia 00” 

Pero, más que de los ejemplos precedentes, nos lleva a tal presunción el hecho 

que, dada una familia on” de curvas planas, se puede en general construir una 
ecuación diferencial de orden n a la que satisfagan todas las curvas de la fami- 
lia dada, 

Sea, por ejemplo, n=1 y supongamos que la familia co de curvas esté 
representada por la ecuación 

9 (x,y,C)=0 . (9) 
Si, para todo C de un cierto intervalo, esta ecuación define implícitamente la 
y como función de x  ,derivándola con respecto de x se tendrá 
py 0) + e (X,y,C) . y! = (10) 
y entonces, si es posible eliminar el parámetro C entre las (9 y (10) se 
obtendrá una ecuación del tipo 
f(x, y, y") =0 , a) 
es decir, una ecuación diferencial del primer orden que tiene, seguramente, entre 
sus curvas integrales, a todas las curvas de la familia (9) 
Un procedimiento análogo vale en el caso n=2  . Dada una familia co? de 


curvas planas mediante la ecuación 
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Q (x,y,C1,C7)=0 , (12) 

se podrán, si para todo punto (Ci, Ca) de un cierto campo la (12) define im- 

plícitamente la y como función de x  , obtener derivando una o dos veces res 
pecto de x las dos ecuaciones 

Pe +, ¿y =0 - E de a ye o > A . y" =0,(13) 

Si resulta posible eliminar Ci y C2 entre la (12) ylas (13) se lle 

gará a una ecuación del tipo 

f(x, y, y',y") =0 (14) 
es decir, a una ecuación diferencial de segundo orden que se satisface para todas 
las curvas (12). 

Resulta claro que el procedimiento recién descripto en los casos n=1 y  n=2 
se extiende inmediatamente a cualquier valor de n , Es necesario, sin embar - 
go , advertir ya que la ecuación diferencial a la que se llega, si bien se satisfa— 
ce para todas las curvas de la familia dada, puede muy bien aceptar otras solu - 
ciones, es decir, que tal familia no constituya la totalidad de sus curvas integra - 
les, 

Mostraremos, sobre tres ejemplos relativos a ecuaciones de 1% orden, los 


distintos casos que pueden presentarse. 


Ejemplo 4%) Consideremos la familia oo! de curvas definidas por la ecua -— 
ción 
y=x-1+Ce* ; (15) 


derivando ésta con respecto de x seobtiene y!=1-Ce* yeliminando C 
entre las dos ecuaciones escritas se llega a la ecuación diferencial de 1% orden 

a e a (16) 

Esta se satisface con todas las funciones (15) yes fácil ver que no admite o— 


tras integrales además de éstas. En efecto; multiplicando la (16) por eX se 
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obtiene e* (y+y'"=x ES , Osea, (* y)'=x ex ; debe de ahí ser, nece- 
sariamente, e*y=C +f x e dx=C+(x-1) e , de la que sigue la (15). 
Ejemplo 5%) Consideremos la familia e de curvas (hipérbolas equiláte — 


ras) dadas por la ecuación 


1 

= 17 

id + O (17) 

Derivando con respecto a x se obtiene y!=- E y, con la elimina- 

2 
(+0) 
ción de C, se llega a la ecuación diferencial 

y +y2=0 (18) 


Todas las curvas (17) satisfacen esta ecuación; pero también queda verificada, 
evidentemente, por la función y=0 , que no se puede obtener de la (17) para 
ningún valor de C. Sin embargo es de observar que podría obtenérsela como lí- 
mite para C —= oo osea, como diremos brevemente, dando a C el valor in- 
finito. 

También en este caso podemos fácilmente probar que no se tienen otras inte — 
grales fuera de las dadas por la (17) / incluyendo para C el valor infinito_/ z 
En efecto; si y(x) es una integral de la (18) en cierto intervalo 1 ,será o 


idénticamente nula o existirá un intervalo 1! € 1 enelque y(x)%0 . En I'la 


(18) puede escribirse ++ 1=0 ,osea, ( cl = , de donde sigue > 
=x+C ,oseala (17) 
Ejemplo 6%) Consideremos la familia de rectas 

y=20x-0? ; (19) 


eliminando Centre esta ecuación y la y!=2C , se obtiene la ecuación di- 
ferencial del primer orden 4(y - xy') + y? =0 (que no es de forma normal). Es 
ta tiene como curvas integrales todas las rectas (19);pero, como se verifica in- 


mediatamente, también queda satisfecha por la función y= x?2 , ho pudiendo és- 


ta obtenerse de la (19) para ningún valor de C (sea éste finito o infini- 


345 XXIX - 2 
ty. 
, 

En base a cuanto precede podemos presumir que las curvas integrales de una e- 
cuación diferencial de orden n constituyen comúnmente una familia os repre 
sentable mediante una ecuación del tipo 

y = y (X,C1,Cg, «+». , Cp) o, más en general, Y (X, y, C1,Cgp ». « ¡Cp)=0,(20) 
donde Ci» Co, -»» » Cy Son constantes arbitrarias con la advertencia, sin em- 
bargo, que pueden existir curvas integrales que se obtienen de la (20) solamente 
cuando se considere, para algunas o para todas las constantes arbitrarias, valores 
infinitos, o inclusive, que no se puedan de ninguna manera considerarlas entre las 
curvas (20) . Se puede decir que la (20) define la integral general de 
la ecuación diferencial dada. Cada curva integral deducida de la (20) dando. a 
las constantes Cy, Ca, ..., Cp valores numéricos particulares recibe el nom- 
bre de integral particular. Por último, toda curva integral que no esté en- 
tre las proporcionadas por la integral general, se denomina una integral sin 
gular, 

Todas estas nociones serán precisadas más adelante; por ahora las hemos intro- 


ducido para tener una orientación inicial sobre la naturaleza del problema de la in- 


tegración de las ecuaciones diferenciales. 


2 - SISTEMAS DE.ECUACIONES DIFERENCIALES. 

Conviene considerar también los sistemas constituidos por un cierto número p 
de ecuaciones diferenciales con p “funciones incógnitas yj(%), Y2(X), ..., YpX), 
donde cada una de las A] , (k=1,2, E .»P) interviene con sus derivadas has 


ta las de un cierto orden nx >1 (que, en general, no será el mismo para todas 


(*) Dejamos al lector la tarea de verificar que la curva y=x2 es la envolvente de las 
rectas (19). No profundizaremos aquí el estudio de este ejemplo que cae en un caso (ecua 
ción de Clairaút ) sobre el que volveremos más adelante (n0 7) 
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las incógnitas) . Diremos, en ese caso, que el sistema es de orden n, con res- 


1 


pecto a y] , de orden hz Con respecto a yo, ..., de orden Mp con res= 
pecto a Yp »Y concisamente lo simbolizamos 


Ls ID ED, rs Y P7D y) = 0, (481,2, 1). (1) 


' 
pp , 
Se dirá, además, que el sistema es de forma normal cuando ha sido da— 


do resuelto respecto de las derivadas parciales de orden máximo a e , sl 


2068 al de las funciones incógnitas, o sea es de la forma 


A UN A, er al 


Toda n-pla defunciones [ yy(x), y2(X), ..., Yp(x) ] que verifique las (1) o 
(2) recibe el nombre de una solución o una integral del sistema; a 
tal n-pla le corresponde una curva integral enelespacio de p+l dimen 
siones (con las coordenadas X,Y],Y9» -.. »Yp ). 

Un ejemplo clásico de sistema de ecuaciones diferenciales lo proporciona la me- 
cánica racional, Un punto material libre P , demasa m ,»semueveen el 
espacio bajo la acción de una fuerza cuyas componentes X,Y,Z dependen, de un 
modo conocido, del tiempo t , de la posición del punto (es decir, de sus coorde- 
nadas X,y,z) y de su velocidad (o sea, de las derivadas x',y!,z' de las citadas 
coordenadas respecto del tiempo t) . Entonces, la ley fundamental de la dinámi- 


ca (masa por aceleración = fuerza) proporciona las siguientes tres ecuaciones 


á 
x= FX (1,X,9,2,X,91,2) 
y"= AY (t,x,9,2,X',91,2) 0, (5) 


"ms —L yr z" 
ZU= 2 (t,x,y,2,X,41,2) , 
que constituyen precisamente un sistema de tres ecuaciones diferenciales en las 
tres incógnitas x(t), y(t),.z(t) , de 2% orden respecto de cada una de las incóg- 
nitas y de forma normal. 


Es importante observar que el sistema (1) puede siempre susti — 
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tuirse por un sistema equivalente de n,+m e + ecuacio- 


nes diferenciales con Dn +D29+...+N incógnitas, de modo que es- 


Pp 
te último sea de 1%" orden respecto de todas las incógnitas. Basta, junto a cada 
una de las Yp Jue aparece en el sistema (1) , introducir como nuevas incógni - 
tas sus derivadas hasta las de orden My 1. Enefecto; si (y], Y2, .-., Y») es 
una solución de (1) ,poniendo 


= e "= mor 
E E E 


las —D¡HMgt o... np funciones 


Yon aa (1,20...) > 
Ao Y> cr Mn apor cons- 


tituyen, manifiestamente, una solución de este otro sistema 


Yko"Yk1 » YkiYk2 »---. Yk, m2 Yk, 9 1 * (k=1,2,...,P) 


110 11m 1 +, +00 Y por Y pro + 010%, 150 (4) 


(i=1,2,...p) A 
que está formado por (Mm -1) + (m is E (m1) +P=D+D9+...+ m ecua 
ciones diferenciales, todas de 1% orden. Viceversa, si (Y¡p,Y]7»- Y1,np 


O por Y pr? 0 pad es una solución del sistema (4) , las funciones Si” 


“Y10 » YaFY2a +...» Yo” Ypo nos proporcionan una del sistema (1) .En 
tonces las (4) , que son de 1%" orden con respecto a todas las incógnitas, son e- 
quivalentes a las (1) . 

Nótese que partiendo de un sistema de forma normal, el siste- 
ma equivalente de ecuaciones de 1% orden es también de for 
ma normal, ya que, si en lugar de las (1) hubiéramos considerado las (2), ha 


briamos obtenido, en vez del sistema (4), este otro: 


Yo Yka > YY e...» Yk, m1 , (K=1,2,...,P) E 


y ), (i=1,2,...,P) . 


y 
y! EI po bam, 


i,n¡-1 


Ya 


Por ejemplo, el sistema (3) puede sustituirse por uno de seis ecuaciones dife - 


renciales del 1% orden con seis funciones incógnitas, asumiendo como tales, ade- 
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más de las x,y,z, también sus derivadas primeras. Poniendo x!=u , y'=V, 


zt=w  ,el referido sistema equivalente se escribe 


X=u , yl=v , Zi=w 

ut= Lx (t,x,y,z,u,v,w) 
na »X,Y,2,0,V, 

a 

v!= q Y (t,X,y,2,U, V, w) (6) 
1 

t=— 

w En Z (t,x,y,Z,0,v,w) 


Es importante hacer notar que esta transformación de un sistema de ecuaciones 
diferenciales en uno equivalente de ecuaciones todas de 1% orden, vale también 
enelcaso p=1 ,esdecir, en el caso de una sola ecuación diferencial de orden 
n enuna incógnita y(x) , como la 
YY Ys... , 0) =0 , Y) 
ola 
yO =Fe,y,y",...y 07D) . (8) 
Tal ecuación equivale a un sistema de n ecuaciones de 1%" orden con n in - 


cógnitas. Si introducimos las nuevas incógnitas A YY. e ar 


Y 70D tal sistema se escribe, en el caso de la (7) 
YET >» VSY e + iaa , 
(71) 
1 YY ++" Y Y p ) 50 » 


y, enel caso de la (8) (de forma normal) : 


YOFY1L + Y1FY2 e a 


(8) 
Ya FF Y Y j> +.++> Y n-2Yn-) 


Sin pérdida de generalidad podemos entonces referirnos siempre a sistemas de 
Pp > 1 ecuaciones diferenciales, todas de 1% orden, con p funciones incógni 
tas, es decir, del tipo 


(9) 


L¡0,Y,+Y] Yo» 


«y y )=0 , i=1,2,... 
Yo Yp) G 


o, si el sistema es de forma normal 


Y] E (Y ]>Ygr +... >Yp) E (i=1,2,..., P) . (10) 


Podemos darnos una idea de como está constituida, en general, la totalidad de 
las integrales de un sistema de ecuaciones diferenciales, tomando en considera — 
ción el caso particular del sistema (7') Lu YA de n ecuaciones diferencia- 
les de 18 orden, equivalente a la ecuación diferencial (7) /'u (8) / de orden 
n . Por lo que ha sido dicho en el n%1 sucederá comúnmente que este sistema 
admitirá, además de eventuales integrales singulares, una integral general depen 
diente de n constantes arbitrarias. 

Se puede presumir que esta propiedad, válida en el caso particular en considera 
ción, se cumpla en general; es decir, que se pueda afirmar que, comúnmente, un 
sistema de ecuaciones diferenciales del tipo (9) o (10) admitirá una integral 
general dependiente de pe) constantes arbitrarias (además de, eventualmente, 
integrales singulares) . También esta afirmación será justificada y precisada más 


adelante. * 


3 -CONDICIONES INICIALES. 

En la teoría y en las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales, el problema 
que tiene mayor interés no es el de determinar todas las integrales de una e- 
cuación o de un sistema de ecuaciones diferenciales(**) , Sino el de determinar a- 
quellas integrales que satisfacen ciertas condiciones prefijadas. 


Por ejemplo, tomando nuevamente en consideración el sistema (3) del n% pre 


(*) Si se quiere hacer referencia al primitivo sistema (1) / o*(2) 7 se puede entonces, decir 
que su integral general depende de nj+n3+....+np constantes arbitrarias, es decir, tan 
tas como la suma de los órdenes del sistema respecto de las varia- 
bles. 


(**) Por otra parte, salvo en casos muy particulares, este problema presenta — dificultades 
insuperables. 
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cedente, relacionado con la dinámica del punto, en general no interesa la determi- 
nación de todos los posibles movimientos del punto P bajo la acción de la fuerza 
dada, sino que interesa, sobre todo, el estudio de aquel particular movimiento en 
el que el punto P parte de una determinada posición inicial con una determinada 
velocidad inicial. Es decir que interesa aquella integral particular [ x(t), y(t), x(t)] 
para la que, en un determinado instante tp (instante inicial), las funciones x(t), 
y(t), z(t) asumen valores asignados a priori Xp, Yg» Zo (coordenadas de la po- 
sición inicial Pg delpunto P ) y sus derivadas primeras x'(t), y'(t), z'(t) a 
sumen valores también fijados previamente Mo» Vo» o (componentes de la velo- 
cidad inicial). En otras palabras, lo que importa es calcular aquella integral del 
sistema, que verifica las condiciones x(to) =Xo » y(t¿) =Y0 » Z(to) = 2) á 
x'(t)=Ug , YU) =Vg » Z'Utp)=w - 

Si en vez de referirnos al sistema (3) del n% precedente, pensamos en el sis- 
tema equivalente de seis ecuaciones de 1% orden /'véase la (6) del n? preceden 
te 7, vemos que las condiciones a que recién nos referimos, prefijan los valores 
que, para t=tg , deben asumir las seis incógnitas X,y,Z,U,V,W . 

Pasando al caso general del sistema (9) Lo (10) 7 del número precedente,de 
p ecuaciones diferenciales de 1% orden con p funciones incógnitas, podemos 
entonces prever que, en relación al mismo, tenga interés particular el siguiente 
problema, llamado problema de valores iniciales o de Cauchy: de- 
terminar una integral yz(X), Y2(X), ..., Yp*) de tal sistema de modo que se 


verifiquen las siguientes p condiciones 


E A E Da » (1) 


donde Xp, Uy, Ug, ..., up Son números fijados previamente. Las (1) se lla- 


* Strii 4 
man las condiciones inicialesÍ »; geométricamente, tales condiciones 


(*) Naturalmente se pueden también imponer condiciones de otro tipo, originándose así mu- 
chos otros problemas, de los que aquí no nos ocuparemos. 
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significan que se requiere de la curva integral YY (0, Ya = Ya DM 
5 % = % e) del espacio Sp+1 que pase por un punto asignado (Xg,U7, Up. . 
... “) 
Se intuye fácilmente que, en general, este problema debe admitir soluciones, 
Basta pensar, como ya ha sido dicho en el n? 2 , que el sistema considerado tiene 


46%, Cqo Opa 000. Gp) + (6=1,2. 


...,P) que depende de p oconstantes arbitrarias a Ca» A Co . De ahí 


ne, comúnmente, una integral general y = 


que, si se desea una integral particular que verífique las (1) , resulta claro que 
la misma debe obtenerse de la citada integral general eligiendo las constantes ar- 
bitrarias de modo que resulte y; (Xp), Cp, Ca, +=», (p)= 4, ((=1,2,...,p).Se 
tiene así un sistema de p ecuaciones con p incógnitas e > Ca» Al, Cp el 


que es de presumir tenga, en general, soluciones y, más aún, una sola(*) C0=7,, 


., 0= To . Entonces, las y =y% Vio Ya... 17) » (=1,2, 
+++,P) proporcionan aquella integral particular que verifica las condiciones ini — 
ciales (1) 

Observemos todavía, refiriéndonos en particular al sistema (7) Lu (8*)_/del 
n% precedente, equivalente a la ecuación diferencial de orden n , (7) Lu (8,7 
también del n? precedente, en la incógnita y(x) y teniendo en cuenta que las Yo» 
Y» +.» 1 Mosonsino las y, y!,..., yn-1) , se obtendrá el enunciado 
del problema de los valores iniciales o de Cauchy para una ecuación diferencial de 
orden n : determinar una integral y(x) de tal ecuación de modo que 


se verifiquen las siguientes n condiciones iniciales 


9 (n-1) 
A Ad A o A o A 
q...» Y y Son números fijados a priori. Nótese que, en el 


(**) Lo que se logra limitando, en caso necesario, los intervalos en que pueden elegirse 
Xq» Us Wo, <=» y  y.enlos que pueden variar Cy, C7, ..-., Cy 
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caso n=1 ,las (2) significan que la curva integral y= y(x) debe pasar por 
un punto determinado o» Uy) . En elcaso n=2 significan que la curva inte 
gral, además de pasar por el punto (Xg» Up) , debe tener en tal punto una rec— 


ta tangente también prefijada (de coeficiente angular u) S 


4 -INTEGRACION DE ALGUNOS TIPOS DE ECUACIONES DIFE- 
RENCIALES DE PRIMER ORDEN, DE FORMA NORMAL. 


Ilustraremos ahora las cosas dichas en los n%* precedentes, estudiando algunos 
tipos particulares de ecuaciones diferenciales de 19% orden, de forma normal, Pa 
ra tales tipos de ecuaciones, lograremos dar la expresión de la integral general 
bajo forma explícita y=y(x,C) o, más comúnmente, bajo forma implícita 
(x,y,C)=0 , con las funciones y(x,C) o (q (x,y,C) expresadas a través de 
integrales indefinidas de funciones conocidas. Llegaremos, como se acostumbra a 
decir, a la resolución de las ecuaciones diferenciales consideradas por medio de 
cuadraturas (osea, por medio del cálculo de integrales indefinidas). 

10) Ecuaciones con variables separables. Se dice que una ecuación di 
ferencial de primer orden, de forma normal y! =f(x,y) tiene sus variables se— 
parables cuando su segundo miembro f(x,y) es el producto de una función sólo 


de x  poruna función sólo de y ,.es decir, cuando es del tipo 


y=10.m 0 wm 
Supongamos que en ciertos intervalos 1 deleje x ,J deleje y sean 
f(x) , 8(y) funciones continuas, respectivamente. Fijado un punto Xp en 1 


y un punto yg en J consideremos para la (1) el problema de Cauchy que 
consiste en buscar las integrales y(x) que verifiquen la condición inicial 
ye0)= Yo  - (2) 


(*) Entran en esta categoría las ecuaciones (3), (3), (18) deln01. 
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Comencemos observando que si resulta g(yyg)=0 , una solución la constituye, 
evidentemente, la función constante y= Yo 

Supongamos ahora que sea go) 0 . Existirá, entonces, en el intervalo J 

un entorno Jy de Yy en el que resulta g(y)4 0 . Por lo tanto, admitiendo 

que haya una integral y(x) que verifique las (1), (2) , se podrá encontrar en 

I unentorno ly de xg talque, mientras x varía en él, y(x) varía en 


Jo , resultando, por ende, g[y(x)]%0 .Dela (1) sigue, entonces, que pa= 


ra x variable en Ig talintegral y(x) debe verificar la y'00 = f(x) ,de' 


g[ye9] 
E Mus) 
la que, integrando entre se obtiene | —%)_ dx=| £x) dx .Por 
que, integr: en XQ Y Xx seo [ciñe -[ (x) 01 
*o a, 
la regla de integración por sustitución, el primer miembro es igual a a 


y se tiene, entonces, a Í, f(x) dx . Si admitimos conocer las primi: 


tivas G(y) , F(x) delas funciones L , f(x) respectivamente, se ten- 


drá G [y(x)] - G(yy) = F(x) -F(xp) . 

Entonces, si existe una integral de la (1) que verifique la (2) , con la hipóte— 
sis 800) 7 0 , la misma debe necesariamente estar definida implícitamente par 
la ecuación 

G(y) - F(x) -[G(%) - FXp)]= 0 . 6) 

Viceversa; considerada esta ecuación / “que tiene evidentemente Ko» yo) como 


punto solución_/ dado que la derivada de su primer miembro respecto de y vale 


1 , o 
o sea que G = AO ,el teorema de Dini (Cap. XXVI, n? 1 
zw q Vo) = y > , ol (Cap ) 


nos asegura que, en el entorno de (Xp,yg) la (3) define implícitamente una fun- 


ción derivable y =y(x) para la que se tiene y(Xg)=yg y cuya derivada resul= 


- 


ta yx)=- Y =1f%) ely) . Tal y(x) verifica, entonces, las (1) y (2). 


Podemos en suma enunciar que el problema de Cauchy planteado por las (1) y 
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(2) admite siempre, al menos,una solución (en un oportuno entorno 1 del punto 
X¿) y admite sólo una si EU) FO 

A los efectos prácticos, para integrar la (1) se procede así. Se consideran pri- 
meramente las eventuales soluciones constantes y=a , y= B e dee co- 
rrespondientes a valores de y que anulan la función g(y) . Después, dejando 
aparte esas soluciones, se separan las variables escribiendo la (1) ba 
jo la forma —ÍY_ = f(x) dx y sucesivamente se escribe que las integrales inde - 


EU) 
finidas de los dos miembros difieren en una constante arbitraria c 


Ye + 16) dx. 
80) 
Calculadas las integrales, se llega a la 
G(y) = c+ F() , (4) 
que coincide con la (3) cuando se ponga c= Go) - F(Xp) - La (4) da la inte - 
gral general de la (1) bajo forma implícita . Si se desea la integral particular que 
verifica la (2) , se determina c de modo que resulte Glyp)= e + F(Xp) ,ob- 
teniendo así para c el valor antes indicado, Las eventuales integrales constan - 
tes y= a, y= PB ,.... pueden ser integrales particulares o integrales sin 
gulares; eso se decidirá caso por caso. 
Consideremos, por ejemplo, la ecuación diferencial 
y'=xy , (5) 


que, por el momento, tiene la solución y = 0 . Separando las variables se obtie 


ne 
Sn 
y 
> E 
e, integrando, ge +c) , de donde 
2 
mr 6) 
1 ; 


y ésta es la integral general . La integral y =0 se obtiene dando a ec el va—- 
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lor oo  ;es, entonces, una integral particular. Si se quiere aquella integral que 
verifica la condición inicial y (1)= -1 , basta determinar c de modo que la 


(6) quede satisfecha para x=1 obteniéndose una sola integral dada por 


2 


Jl <= 


Como otro ejemplo consideremos la 
y"=y (7) 
También en este caso se tiene la solución y =0 . Separando las variables se 


-2 1 
obtiene y dy=dx , e integrando 3 =x+c , por lo que se llega a la in- 


tegral general 


) . (8) 
La precedente solución y = 0 no puede en este caso obtenerse de la (8) para 
ningún valor finito o infinito dec ;es, entonces, una integral singular, Si se im 
pone la condición inicial y(1)=0 se obtienen dos soluciones : una es la integral 
particular y= e ; la otra es la integral singular y =0 
20) Ecuaciones del tipo y'=f(ax+by) . Supongamos dada la ecuación dife 
rencial 
y! = f(ax + by) (9) 
con f función continua y a,b constantes distintas ambas de cero . Tomando co 
mo nueva incógnita la función u=ax+by ,seobtiene y= == y y'= mz 


por lo que la (9) se transforma en la =f(u) , es decir, 


u-a 
b 
u'=2a+bf(u) a 
que tiene sus variables separables, A toda integral u(x) de ésta corresponde la 
integral y(x) = A de la (9). 


Por ejemplo, dada la y'=(x+ y? , Poniendo u=x+y , se encuentra para 


du 
+u2 


u la ecuación u!=u2+1 + Separando las variables se obtiene 


arctgu=x+c , u=tg(x+c). . La ecuación propuesta tiene, entonces, la inte- 
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gral general 
y=tg(x+0) -x - 
3%) Ecuaciones homogéneas. Son las del tipo 
y= (+) (0) 
es decir, con el segundo miembro función continua homogénea de gra 
do cero. 
Asumiendo como nueva incógnita la función u= — , Sseobtiene y=ux, y!= 


=u'x+u , por loque la (10) se transforma en u+xu'=f(u) , osea, 


ut = LU) 


x 


que tiene sus variables separables, A cada integral u(x) de ésta le corresponde 
la integral y(x)=xu(x) dela (10) , 


2 
+= se transforma enla ul = 
x 


Por ejemplo, la ecuación y!= + 
x 


= YA que, en primera instancia, tiene soluciones constantes u=-1 ,u= 


=1 , Separando las variables se obtiene después =HX , ATcsenu= 


=loglxl+c , u=sen (log! x!+c) 
La ecuación propuesta tiene, entonces, la integral general y =x sen (log|x] + 


+c) y las dos integrales singulares y=x , y=X 
ax+by+c 


40) Ecuaciones del tipo y'=f( abyro ) . Consideremos la ecua — 
ción 
ax +bx+c 
e 4 
e ( ax +bix+c' ) (1) 


con f función continua y a,b,c,a',b',c' constantes tales que resulte ab'— 


=ab*x 0 , e y ce! no simultáneamente nulas, (*) 


(*) Si abt-a'b= 0 , suponiendo por ejemplo que a,b no sean ambas nulas, se puede 


ax+ by+ 0 
poner a'=ka , b'=kb yla (11) se transforma en y'=f HER) y es dera 


6 E k (ax+by)+e' 


po (9) .Si c=c'=0 ia | , y es del tipo (10). 


abr 
E 
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Con las hipótesis hechas, las dos rectas ax+by+c=0 , aix+bix+c!= 0 
tienen en común un punto (a,fB) 4 (0,0) . Determinado tal punto cambiamos 
la variable x por una nueva variable E , yla incógnita y en una nueva in- 
cógnita N poniendo x=E+a , y= n + B con lo que hemos realiza - 


do, en el plano xy una traslación de ejes llevando el origen al punto (a, PB). 


Resulta así 
y E , ax+by+c=abE+bn , alx+biy+c!=a'E+bIn, 
yla (11) toma la forma 

dn a£+bn a+b-—- 

A 1) 8 1 PS) 

a5 a'E +btn av de 


Esta ecuación es del tipo (10) . A cada integral y =n(B) de ésta le co - 
rresponde la integral y= P+mn (x-a) dela (11). 
5%) Ecuaciones lineales , Una ecuación del primer orden, de forma nor — 
mal y'=f(x,y) ,sedenomina lineal cuando su segundo miembroes una 
función lineal de y . Se trata entonces de una ecuación del tipo 

y =a(x) y+B() (12) 

con a (x), B(x) funciones continuas en cierto intervalo 1 deleje x ., Si 
B (x) =0 , la ecuación además de lineal es homogénea (con sus variables 
separables) ; en caso contrario se dice que es lineal no homogénea. 

En todos los casos la (12) se integra observando que, fijando AOS 
una primitiva fa (x) dx de la función a (x) , se tendrá A id FO P 


por lo que la (12) es equivalente a la 


ES -fabxjdx 


[y -a)y]=80)e 
Pero el primer miembro de esta ecuación es evidentemente igual a la. derivada 


y ar a(x)dx 


de , de lo que se deduce que, para toda integral y debe ser 


y 0S abjá -09| Ao 0 
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de modo que las integrales y deben necesariamente estar incluidas en la fórmu- 
la 
Jabxjax -f abcdx 
y= o ler pue ax 1. 0) 
Viceversa se ve inmediatamente que esta función verifica la (12) . Por lo tan- 
to la (13) proporciona la integral general de la ecuación propuesta, y no hay in— 
tegrales singulares. a 


Considérese, por ejemplo, la ecuación y!= z +xcos Xx . Multiplicando ambos 


dx 
ES Lg, 
miembros por e = e =x , se obtiene sucesivamente 
' 
Y -M=cosx , (2) =co0s x ; L =c+senx , y=0xHXxsenx. 
x x2 Xx Xx 


Si se desea la integral particular que verifica la condición inicial y(Py=0 ,Se 


ve que es necesario asumir c=- A, 


Wej 
6%) Ecuaciones de Bernouilli. Son las del tipo 
y=a(m.y+B0yo, (14) 
donde a (x) , fB (x) sonfunciones continuas y n es una constante real que 


se puede suponer distinta de cero y de uno , para no caer nuevamente en los ca- 


sos ya vistos, La (14) se transforma en una ecuación lineal si se asume como nue 


¿de 
va incógnita la función u= ya . Se obtiene, en efecto, y= ue ¿ y'= 
2 po + 
Ps A E u' , de modo que la (14) toma la forma «La ui yr a(x) ud 
1 ln 

n n 

Ae = 
+p ()u e ; dividiendo por u >» se tiene finalmente la ecuación lineal 


u=(1-n) a().u+ (1-0) B (x) 
E. 
A cada integral u(x) de ésta, corresponderá la integral y(x) =l u(x) ] den 


de la (14). Si n>0 es necesario considerar aparte la integral y =0 


(*) Entran en esta categoría las ecuaciones (5), (16) del n%1, que ya, habían sido integra- 
das por el procedimiento ahora descripto, 
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Consideremos, por ejemplo, la ecuación y!=2ytgx+2 Vy  . Poniendo u= 
= y? , se deduce : y =u?2 ,» J'=2u8wv , 2uu'=2u2tgx+2u y,en con 


secuencia, la ecuación lineal u'=utgx+1 . Para integrar esta última multi- 


-ftg x dx log cos x 


pliquemos por e = € =cosx  , obteniendo así u'cosx — 

=USenx=C08X , (U . cos x)' =cos x y UCOSX=SENX+C , U=tgXx + 
=> E Llegamos así a que la integral general de la ecuación propuesta es 

y=(tgx+ == pS y? . La integral = 0 no puede obtenerse de ésta para nin— 


gún valor de c , constituyendo entonces una integral singular. 
7%) Ecuaciones diferenciales exactas. Sea X (x, y) dx + Y (x,y) dy 
una forma diferencial lineal con X(x,y) , Y(x,y) funciones continuas conoci - 
das en un intervalo A del plano xy , que admiten derivadas parciales prime- 
ras continuas, Igualando a cero tal forma, se obtiene la ecuación: 

X(x, y) dx + Y (x, y) dy = 0 (15) 
que se puede pensar como una ecuación diferencial del primer orden tanto en la in 
cógnita y =y(x) como en la incógnita x=x(y) . Fijadoen A un punto 


Ko» Yo) si resulta Y(Xo,Y0) F0 la (15) puede escribirse, en un entorno de P 


dy Xk,y) 
po 16) 
dx Y (x, y) cal 


y constituye una ecuación de primer arden de forma normal en la función incógni— 


ta y(x) ;siresulta X(x ,y )%0 puede escribirse, en un entorno de P , 


dx Y(x, y) 
A 17 
dy Xkx, y) ó sl 


dando lugar así a una ecuación diferencial de primer orden de forma normal en la 
incógnita x(y) . Es de notar que la reducción de la (15) alas formas (16) o 
(17) no es posible en aquellos eventuales puntos donde sea X(Xo,Y0) = Y (Xp, Y 0)= 
=0. 

Observemos también que, viceversa, toda ecuación diferencial del primer or — 


den, de forma normal y'=f(x,y) , puede tomar la forma de la (15) si se la es 
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cribe del siguiente modo: f(x, y) dx -dy=0 . 

Con la (15) se tiene, entonces, un modo bastante cómodo de escribir las ecua- 
ciones diferenciales de primer orden, de forma normal, que tiene la ventaja de con 
siderar las dos variables x,y de modo simétrico.. 

Observando eso, supongamos que el primer miembro de la (15) 
sea un diferencial exacto. Por las hipótesis hechas, esto equivale adecir 
que, en cada punto de A resulta (ver Cap. XXI, n% 1) : 


¿BL r, 10Y e (18) 


EN ES d 


caso en el que se denomina a la ecuación diferencial (15) como exacta , y su 
integración se puede efectuar elementalmente. 


Indicando con U(x,y) a la integral indefinida de la forma di 


* 
ferencial Xdx+Y dy Ae hagamos ver que la integral general 


de la (15) está dada (bajo forma implícita) por la fórmula 
U(x, y) = 0 (19) 


con c constante arbitraria. 


q) 


En efecto; si y= y(x) es una integral de la (15), es decir, si 


X[xy0)1 +Y[x,y09]y')=0 , 
la función U [x,y(x) ] resultará tal de tener 
LÚ 0 12,900] = 0, (2,56) ] +0, [3,960] y100) = 
=X [x,y() ] +Y[x,y0)] y'(x) = 0 


de modo que necesariamente será U [x,y(x)]= constante. Viceversa: sea y=y (x) 


(*) En particular eso sucede si X no depende de y ní Y depende de x ,en cuyo 
caso la (15) toma la forma X(x)dx +Y (y)dy=0 resultando sus variables separables, 


(**) Recordemos (Cap. XXI, n%1yn%5)que U/(x,y)es aquella función para la que re 
sulta Ux=X, Uy=Y , que puede ser calculada con la fórmula 


x y 
voy -f x (5,70) ds + f Y (x,t) dt, 
*o Yo 
donde —(xp,Yp ) es un punto cualquiera ¡fijado en A. 


(+*=) Análogamente se razona para las integrales x=xX (y) 
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una función definida implícitamente por la (19) ;entonces, de la identidad 
U [x,y(x) ] =c sigue, derivando con respectoa Xx , 
Q, [x.y0) ] +U0,[x,y0)] y')=0 , osea X[x,y0)]+ Y [x,y00] y'00)= 
=0 ,de donde y=y(x) es una integral de la (15) 

Conociendo, con la (19) , la integral general de la (15) la resolución del pro- 
blema de Cauchy es inmediata: la curva integral que pasa por un punto asignado 
(X¿»Yp) tendrá, evidentemente, la ecuación U(x,y) = U(Xg, yg) 

Con respecto a los eventuales puntos (Xo»Yo) en los que se tiene XXo,yp) > 
= YX, Y) =0 /en el entorno de los que la (15) no es de forma normal _/, pode- 
mos decir que cada uno de ellos resulta ser un punto singular para la curva inte — 
gral que pasa por. él. 


Demos ahora un ejemplo, La ecuación diferencial 


(sen y + y? sen x) dx + (x cos y - 2 y cos x) dy = 0 (20) 
38 exacta, porque se tiene mE (sen y + y sen X) = 2 (x cos y -2yc08sx) = 


= 008 y + 2y senx . 

La integral U(x,y) de la forma diferencial lineal que aparece en el primer 
miembro de (20) está expresada por :la 

ven =/ ecos 1-2 10093) de =x sen y 32 cos x E 
de modo que la integral | de la (20) está dada por la 
x sen y -y2cos x=c 

ES ) Factor integrante . Continuemos considerando la ecuación diferencial 
(15) y supongamos que la misma no sea exacta, vale decir, que la (18) no se ve- 
rifique. En ese caso puede intentarse la integración por medio del siguiente méto 
do. 

Designemos con P (x,y) a una función arbitrariamente elegida que, en A, 


sea continua junto con sus derivadas parciales primeras y tal que no se anule pa - 
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ra ningún punto de A ; multiplicando ambos miembros de (15) por p(x,y) se 
obtiene la ecuación equivalente 
pex, y) X(x, y) dx + pp (x,y) Y(x,y) dy = 0. (21) 
Esta última resultará una ecuación diferencial exacta si la función p (x,y) ha 
sido elegida de modo que sea ¿LEN - ZE, vale decir, 
xr A E o =0 . (22) 
Toda función p (x,y) que goce de las propiedades dichas, y verifique la (22), 
se denomina un factor integrante de la ecuación (15) . El conocimiento 
de un factor integrante hace posible la resolución por cuadraturas de la. ecuación 
dada: basta considerar la (21) y aplicarla a la misma el procedimiento visto en 
72) , La determinación de los factores integrantes depende de la resolución de la 
(22) que es una ecuación diferencial en derivadas parciales; con esto 
puede parecer que se ha complicado el problema de integrar la (15) ¡pero debe 
observarse que no es necesario encontrar: todas las soluciones de la (22), si 
no que es suficiente conocer una , Entonces tal determinación puede, en determi — 
nados casos particulares, resultar suficientemente simple . 
Por ejemplo, puede buscarse si existe un factor integrante que dependa solamen 
te de la variable x .Sienla (22) se pone pu= po) , resulta 
poe) = LA Le) (25) 
que puede subsistir solamente si las es una función f(x) 
de la única variable x . Sieso sucede, la (23) se transforma en p' = 
(5) 


= f(x) PB > quees una ecuación a variables separables con la solución 


(*) -La ecuación liñeal (12) ha sido, precisamente, integrada con este método. la misma 
puede escribirse [a (x)y+B(x)] dx -dy=0 , teniéndose 


ES A 


originando el factor integrante -$ a pax 
e 
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f£(x) dx 
p= e 


Análogamente se puede intentar la búsqueda de factores integrantes que depen - 
dan solamente de y 
5-TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD RELATIVO  AJ, 
PROBLEMA DE CAUCHY PARA UN SISTEMA DE ECUACIO - 
NES DIFERENCIALES DE FORMA NORMAL. 
Hasta el momento hemos constatado, sobre ejemplos muy particulares, que u- 
11 ecuación diferencial posee una integral general que depende de constantes arbi- 
trarias, arbitrariedad de la que precisamente podemos aprovecharnos para deter- 
minar aquellas integrales que satisfacen condiciones iniciales prefijadas, Desea - 
mos ahora estudiar esta cuestión en general, inclusive para los sistemas de ecua- 
ciones diferenciales, comenzando con los de forma normal, 
Recordando lo que se dijo en el n% 2 bastará limitarse a considerar sistemas 


de ecuaciones diferenciales de 1% orden 


Y = Fi OY] Ya ++ + Yo) , i=1,2...P , (1) 


de p>1 ecuaciones con p funciones incógnitas YX), Ya)... , Ype) . 
Considerando el sistema (1) , hagamos la siguiente hipótesis relativa al mis - 
mo: 
a) las funciones E (X,Y]» Yo --. +. Yp) son continuas junto con sus derivadas 
aFi 


F F; - 
parciales > A tl E EE (respecto de las incógnitas y,,Y, 


a Yp) de cierto campo A del espacio Sp+1 de las variables x, Yi» Yar-* 
“.. Yp 

Llamando, después, PoKo» Molar y) a un punto que fijamos en el 
campo A , propongámonos la búsqueda de una solución [ Y (0), Ya CO” "Fase 
cod (x)] que verifique las condiciones inciales 


Y o) = 


Ei cas A O) 
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Puesto que Pp es interior al campo A se puede construiren S +1 un in— 
tervalo R , de centro Po : 


Xy7a< x<x+a 


R) 
1 = 4 yi<u +A A id PD 7 
que estará contenido en A . Indiquemos con Mo, (i= 
ximo de la función | F¡(X,y Ya» + 45) l en R y, llamando con h alme - 
nor de los números a, LH L2 2 consideremos el intervalo 


B 
M1 * M2" "Mp * 
Xy -h<x <xg+h  , que denotaremos con 1, 

Vale el siguiente teorema; 

I- Si para el sistema (1) es válida la hipótesis a) existi - 
28% en el intervalo 1 recién considerado, una y solamente u 
na integral [ y (2), 92(0), ..., p() ] de dicho sistema que veri 
fique las condiciones iniciales (2) ._ 

No daremos la demostración completa de este teorema, que asegura, bajo hipó- 
tesis muy amplias, la existencia y unicidad de la solución del problema de Cauchy, 
por lo menos en un oportuno entorno 1 del punto inicial xo + 
Nog limitaremos a exponer el concepto fundamental de dicha demostración, que 
nos proporcionará un método de cálculo numérico aproximado de la integral busca 
da (método de Cauchy- Lipschitz), 

Tal método es válido en todos los casos / bajo la hipótesis a )_/, de modo que, 
aunque no se sepa integrar elementalmente (con artificios del tipo de los del no 4 
el sistema dado, siempre se podrá dar una expresión, con laa — 
proximación que se desee, de la integral individualizada por 
condiciones iniciales prefijadas. 


Comenzaremos a explicar el método de Cauchy-Lipschitz en el caso p=1, refi- 


riéndonos a la ecuación 
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y' = f(x, y) (3) 
y a la condición inicial 
Yo) = Yo (4) 
Llamando con x aun punto cualquiera del intervalo 1 al que se ha hecho re. 
ferencia (para fijar las ideas, x > xo. subdividamos el intervalo (Xp,x) en 
un número arbitrario n de intervalos parciales, mediante los puntos Xq <Xy 
< Xg  ..-.<X, , Con Xp=X . La curva integral que verifica las (3), (4) 
debe partir del punto Poo, Yo) y resultar tangente en él a la recta de coeficien- 
te angular E, Yp) , es decir, de ecuación y -Y0 = £(Xo,Yp) E -Xp). 
Tal recta encuentra a la x= x, en cierto punto P,(1,y1) , con yi=Yyg + 
HO Y p) A] Xp) 


94 
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Fig. 69 


Con criterio aproximado puede confundirse el arco de curva integral relativo al 
intervalo Ko» x1) con el segmento recitlíneo PoP1 y considerar, entonces , 
que la misma curva debe pasar por el punto Py resultando allí tangente a la rec 
ta de coeficiente angular f(X,,Yj) , es decir, de ecuación y 1% 3) 62). 


Esta recta encuentra la x=x2 en cierto punto Pz de coordenadas (X2, ya) 
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con y,=y, + f(x, ,41) (2 -Xx1) . Siempre con caracter de aproximado, puede 
confundirse el arco de curva integral relativo al intervalo « »%,) con elseg -— 
mento rectilíneo P¡ Pa y considerar, entonces, que la curva deba pasar por Pa 
con la tangente de coeficiente angular 1, Ya) 

Y así puede proseguirse para los sucesivos intervalos e 1] dina Aa 4) y 
aproximar la curva integral con una poligonal P¿P¡ Po» --- Py cuyos sucesivos vér 
tices tienen sus coordenadas proporcionadas por las fórmulas 

PO) X=X >» Y=% o; 
PJ) Xx=% , III FI) AE» 
Pp) X=% ,) y4=YM+14,0)M-M)=Y2  » 


Pg) X=%R , YE +) EY» (5) 


A E A O e US 

Se demuestra que, llamando 6 a la mayor amplitud en que ha sido subdividi- 
do E) , la función que, en el intervalo 9 +x) tiene por 
gráfico la citada poligonal, admite como límite para £—=0 u- 
na función y=y(x) que, en dicho intervalo, verifica las  (3)(4). 
Se demuestra, además, que no puede existir otra función que 
goce de la misma propiedad. 

Sigue que, fijado el punto x  , y suponiendo haber elegido 6  suficientemen- 
te pequeño, las fórmulas (5) L que en todos los casos son de aplicación inmedia- 
ta_/proporcionan buenas aproximaciones para los valores de la integral buscada , 
en los puntos Xp ar 0. y Xy =X 

Notemos que, si el segundo miembro de la (3) no depende de y ,.en cuyo ca- 
so se tiene la ecuación diferencial 


y' = f(x) (6) 
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con la condición inicial y(x,) = Y) » las (5) toman la forma 
A E E e UN e 
+0 1) 6 =p 1) 

Sumándolas miembro a miembro se tiene: 
Y O) O A) A) O 
de modo que, pasando al límite para £-—0 , y recordando la definición de inte 
gral na función continua, se deduce que el pom Ya existe y vale 
% +( f(t) dt ,quees, precisamente, el valor en el punto x de la solución bus- 
cada de la (6) 

El método de Cauchy- Lipschitz puede entonces considerarse como una extensión 
del método de cálculo de una integral definida como límite de las sumas estudiada 


en el Cap. IX, 


El método de Cauchy- Lipschitz que hemos expuesto en el caso p=1 se extien 


de inmediatamente al caso p > 1 , Refiriéndonos a las (1), (2) y fijados co — 


mo antes los puntos E aproximan los valores de las Pp 
funciones buscadas Y (0, Ya), 0... 4 4) , en el punto x mediante los 
números 

X1 Y + E 007 Yo Mas ++.» Up) 0 -%) E E AS E: (1) 


en el punto xg mediante los números 


4241 +56, Y1> Y219> +» pd 4), 1=1,2..P 5 (19) 
en el punto Xg mediante los números 
Ya "M2 + 6%) 29 Yao + 2) 7) + 121%... 5 (19 
y así sucesivamente. 
Con esto se aproxima el gráfico de la 30) , (=1,2,...,p) con la poligo- 


nal de vértices P,g(%),4) + Pr M1) >» Pal» Ma) --»- - Para 60 
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esta poligonal tiende a la solución Y (x) a que nos referimos en el teor, 1 ; se 


demuestra, además, que tal solución es única, 


Agreguemos algunas observaciones sobre el teor. 1. 


Observación 1* , El teor. I vale con la hipótesis a ) . Si se admite sola — 


mente que las Ej¡(X, Y.» Ya» ---» ») sean continuas en A  ,sin requerir la e- 
Éj E F, 
xistencia y la continuidad de las derivadas 24 , 2% 95 


Y” AS pi 


3% 
se puede todavía demostrar la existencia de al menos una solución 
del problema de Cauchy traducido por las (1) y (2); pero ya 
no se puede afirmar la unicidad de tal solución, Basta citar el e— 
jemplo de la ecuación y! = E considerada en el n% precedente; habíamos vis — 
to que existen dos integrales de la misma que verifican la condición inicial 
y(1)=0 , Esto no contradice al teor, 1 puesto que la derivada respecto de y 
de la función 4 no es continua en el punto y=0 
Observación 2% ,Elteor. 1 afirma, en la hipótesis a ) , la existencia y 
la unicidad de la solución del problema de Cauchy solamente en un entor- 
no oportuno [ Y 7h, x+h ] del punto inicial X, + Engeneral 
no se puede afirmar que tal solución exista (finita, continua y derivable) en todo el 
intervalo [ X- a ,x)3+ a ], proyección sobre el eje x de aquel inter 
valo R del espacio So+1 donde tenía sentido el sistema (1) 

Lo muestra el ejemplo de la ecuación y'= y? ya considerado en el n% 1, Tal 


ecuación tiene sentido en R (-00< Xx <+o0o0 , -00<y< +0) yverificaa 


l11f la hipótesis a ) ; pero si buscamos, por ejemplo, aquella integral que verifi- 


1 
x+1 


ca la condición inicial y(0)=1 se encuentra y= , que existe finita so 
lamente en el entorno -1< x <+o0o del punto inicial x=0 


De todos modos, asegurada con el teor. 1, en elintervalo [ xy -h , Xx +h] 
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la existencia de la integral [ Y1%), Yo r..., pb) ] , se puede siempre tra- 
tar de prolongarla fuera de ese intervalo . Llamando rr 8 a los va—= 
lores asumidos por las funciones Y (0), Ya, ..., Yp(x) en el punto kg” h 
y Di, Do, ..., b a los asumidos en el punto xy+h , tal prolongación puede 
intentarse planteando dos nuevos problemas de Cauchy: uno, con las condiciones i, 
niciales y¡(Xy -h)=a, ; elotroconlas y¡(xy+h)=b, , y examinando si a 
éstas puede todavía aplicarse el teor. 1. 

Observación 32, En las aplicaciones sucede a menudo que las funciones 
E, yq Ya +... Y? de los segundos miembros del sistema (1) verifican las 
siguientes hipótesis: 

B) Tales funciones son continuas en un dominio S del tipo 

S) aé£xsb , -0o<y<+0o , (i=1,2,...,p) ,y ad - 
miten en él derivadas parciales primeras —. e bt 
; 1 Ya 

acá + que se mantienen acotadas 

En tal caso, llamando o» Mr or “%) a un punto arbitrario de S ,el 
teor, I puede sustituirse por el siguiente (del que también omitimos la demostra - 
ción): 
U -Si para el sistema (1) vale la hipótesis fB) existiráen to 
do () [a,b] una y solamente una integral Y, 6%, Ya, Y E), 
de dicho sistema que verifique las condiciones iniciales (2). 

Si consideramos una ecuación diferencial de orden n en una incógnita y(x) , 


de forma normal 


(*) Es decir existe una constante M tal de tenerse, en todo S, er <M, (1,k= 


1,2,..., P). Nótese que no se requiere la continuidad de esta derivada. 9YY 


(**) Nótese: en todo el intervalo [a,b]  (yno solamente en un oportuno entorno 
del punto xy ). 
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yO) =Fb, yy y... 90D) (8) 
y al sistema equivalente de ecuaciones de 19 orden /ver las (8!) del n% 27, se 
ve inmediatamente que del teor. II sigue este otro: 


II -Dada la ecuación diferencial (8) , si la función F(x,y,y!.. 


ar 


yO) es continua y admite las derivadas ay" 2. E. 


..., 5 en el dominio 


S) ag£xs<b, -00 <y<+o0, -00<y!<+o00,..., -00 <yMl)<y 0 


y si dichas derivadas se mantienen acotadas en S , llaman - 
do con xy aun punto de [a,b] y con %,Uu,..., dy 2 n 
números arbitrarios, existirá en todo [ a,b] una y solamen- 
te una integral y(x) de la (8) que verifique las condiciones 
iniciales 

YO) = Uy + IR) MR sc DR) 

Observemos, por último, que todo lo que se dijo en este número vale para siste 
mas de forma normal ; pasemos ahora a ver qué puede decirse para siste - 
mas de ecuaciones diferenciales que no sean de forma normal, 


6-EL PROBLEMA DE CAUCHY PARA LOS SISTEMAS DE ECUA 
CIONES DIFERENCIALES DE FORMA NO NORMAL, 


Consideremos un sistema de p ecuaciones diferenciales de 1% orden con p 
funciones incógnitas y100, Ya 0), .... Yo) , de forma no normal, 

ELOY q ++.» Ypo Vio Ya +. Yp)>=0 0, (=1,2,...,P) , (1) 
y supongamos que las funciones £ sean continuas junto con sus deri 
vadas parciales primeras He 


en cierto campo A del espacio de las variables Xx Y1+ 


S2p+1 
Ya +++» Yps Yl> Vd +++» Y 


Fijemos en el espacio Sp+1 de las variables X,yz,..., Yp un punto Po» 
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Ur lar +, y) suponiendo que sea posible asociarle valores Yi» Yo» 0 Yo de 
modo tal que el punto (Xp, Uy, Ugo, --., Up» Yo +... yp) pertenezca al citado 
campo A 


Propongámonos entonces el problema de Cauchy consistente en buscar una in - 
tegral [ y, 0, Ya), 08 Yy E) ] del sistema (1) de modo que se verifiquen 
las condiciones iniciales 

A A dal ds (2) 

Observemos inmediatamente que si existe una integral que logre esto, los valo- 
res que las derivadas yl Y» AA Y asumen en el punto Xp deberán eviden- 
temente satisfacer las p ecuaciones 


E¡(9> yo Mg 00 pr Y jo Vhs ++ +»  (=1,2,...,p) . (3) 


Entonces, si un sistema como el (3) no admitiese ningún grupo de valores yl» 
Yhr-... »Yb que lo verificase, eso bastaría obviamente para afirmar que el pro - 
blema de Cauchy propuesto no tendrá solución, 

Pero supongamos ahora que existan grupos de valores de y1- Y» dar Yp que 
verifiquen la (3) . Fijemos uno de tales grupos y llamémoslo con (V1, Var» A 
podemos entonces decir que las (1) quedan satisfechas cuando se ponga 

X=X0, YI UL o +0. + Yp Up» YA VA +++ > YPAVp > (4) 
por lo que, considerando a (1) como un sistema de p ecuaciones en las p in- 
cógnitas Yi» y» sos Yo , tal sistema tiene, por lo menos, un punto solución 
Q /el definido por (4) 7 . 


Si sucede que en tal punto resulta 
0 Oro as +00. o) 
9 Wj+Yh»> «+ Yp) 
el teorema de Dini nos asegura que el sistema considerado es únivocamente resolu 


40 , (5) 


ble con respecto a Y1> Yo» a, 


qu en un entorno de Q .Esdecir que en 


tal entorno el sistema (1) es equivalente a uno del tipo 
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Y = E (X,Y1 ,Y2»---»Yp) , (i=1,2,...p) ,. (6) 
con las funciones F;¡ continuas junto con sus derivadas parciales primeras en un 
entorno de  Pp(Xg,u¡,Uo, - ++» Up) y tales que se tiene FE (Xp,Uz,Uz,.. Up) =Vj+ 
Entonces, si nos mantenemos en dicho entorno de Q , el sistema (1) es equi 
,valente al sistema . (6) que es de forma normal y para el que se verifica 
la hipótesis a) del n? precedente; entonces, el teor, 1 del mismo n% , nos ase- 
gura que en un oportuno entorno de . xy existe una y solo una integral del siste - 
ma (6) que verifica las condiciones iniciales (2) . Sigue que, en corres-' 
pondencia al grupo fijado de valores Vivar Vp de Yi yb» +. 
«Yo que son soluciones de las (3) y que satisfacen la con- 
dición (5) , existe (en un entorno oportuno de Xxg ) una y solamente una in— 

tegral del sistema (1) que verifica “las condiciones iniciales (2). 


Naturalmente puede suceder que existan varios grupos de valores Yi» Yhr..... 


» que sean soluciones de (3) y qle satisfagan a la (5) ; en correspon- 
dencia a cada grupo tendremos, en un entorno de Xp , Una y solamente 
una solución al problema planteado de Cauchy. 

Concluyendo, podemos decir: 
1-Dado el sistema (1) de forma no normal y planteado para 
“el mismo el problema de Cauchy expresado por la (2) , tal 
problema puede no tener solución /si las (3) como ecuaciones en las 


incógnitas yl, y), ..., y! sonincompatibles_/ o puede tener una o ya 
gnitas y), y), a Y 


rias soluciones / “sillas (3) son compatibles y tienen una o varias solucio- 


nes en las que se verifique la 607 y 


Demos dos simples ejemplos relativos al caso p=1  . Dada la ecuación de pri- 


mer orden 
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y 2 +x+y=0 (7) 
con la condición inicial y(0)=1  , debemos buscar primeramente sia x=0  , 
y=1 se le puede asociar algún valor de y' de modo que se verifique la (7);de 
bería ser y? +1=0 y como ésta no tiene soluciones (reales), el problema de 
Cauchy planteado es imposible. 

En cambio, dada la 

er. 0 (8) 
con la condición inicial y(0)=1 , a x=0 , y=1 puede asociársele tanto 
y'=1 como y'= -1. Y puesto que la derivada respecto de y del primer 
miembro de (8) [que es el análogo del jacobiano (6) 7 vale 2(y"-x) yresul- 
ta distinta de cero para los valores considerados x=0 , y=1 , y'=%1 , 
podemos decir que el problema de Cauchy que acabamos de plantear tiene dos solu 
ciones, En este caso resulta fácil calcularlas puesto que de la (8) sigue, resol- 
viendo respecto de y" 
y =x+y o también y =x-y 

Se trata de dos ecuaciones lineales de primer orden que se integran inmediata — 
mente con el método que se indicó en el n% 4 ; se encuentran las integrales genera- 
les respectivas 

y=c *.-x-1 , y=c e+x-1 
y determinando c enbaseala y(0)=1 , se tienen finalmente las dos solucio- 
nes buscadas 
e -1 PS y=2 e Ex l 
7-MAYORES DETALLES SOBRE LOS CONCEPTOS DE INTE — 
GRAL PARTICULAR, GENERAL, SINGULAR. 

Como precedentemente, nos referiremos a un sistema de p ecuaciones dife - 

1er 


renciales de orden con p funciones incógnitas y comenzaremos con el caso 
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que sea de forma normal; 


Y] = LY], Yar ++.» %p) =1,2,...,.» , (1) 
suponiendo las funciones f¡ continuas en un campo A de So+1 junto con sus 
ati ab at 
É i 1 E 
derivadas parciales A LS . Sabemos (n” 5) que, fija 
do arbitrariamente un punto Pako» Uy Mor ..., up) de A (porende inte — 


rior de A ,siendo A un conjunto abierto), existirá una y solamente una in- 


tegral [y,00, yg), % (x)] que verifique las condiciones iniciales : 


A A id E de do (2) 
y sabemos también que tal integral está definida en cierto intervalo del eje x , 
que contiene a xp (ver n 5 , teor. 1 y Observación 2%) , Las funciones y¡ 0), 


(i=1,2,...,p) que constituyen tal integral dependen, además que de la variable 


x  , también del punto fijado Poo» Up lar ..., up) de A ,esdecir, son fun 


ciones de las p+2 variables x, Xq» yr Mor +.., AS 
A) > =1,2,....P) . (8) 
Estas funciones (3) gozan de dos propiedades: 1%) para Xor Uqr +... w fijas , 
son funciones de x que verifican el sistema (1) ; 2%) en base a las (2) , si 
en lugar de x se pone xo. resulta Yi(Xgs Xg» Uzr +.» up) =qyo. 
Supongamos ahora haber elegido el punto Poo» Mr uy) sobre la 


frontera de A (admitiendo que A no sea todo Sp+1) 


de encontrar una integral que verifique las (2) . En este caso el teor. I ya no 


y tratemos todavía 


es más aplicable; pero suponiendo que las funciones £,(x, Ar Yp) sean con- 
tinuasen AUTYA ,puede ser que existan igualmente una o varias curvas in 
tegrales que satisfagan dichas condiciones iniciales. Cada una de tales curvas pue 
de presentar dos casos: o tieng puntos interiores de A o yace totalmente sobre 


la frontera de A . Enel primer caso, la integral formará parte de las curvas ya 


consideradas (3) eligiendo como punto inicial (no Pg , pero sí) cualquier pun 


375 XXIX -7 
to P, , interior de A , dela misma (porque, por el teor. 1 del n% 5, la cur- 
va integral que parte de P, es única”? . En el segundo caso, en cambio, di — 
cha integral no forma parte de las (3) y proporciona, entonces, una solución to- 
davía no considerada, 

Dicho lo cual introducimos las siguientes definiciones: 

10) Toda integral del tipo (3) obtenida en correspondencia a un punto inicial fi 
jado Poo; Mr, y) de A ,serádenominada una integral parti- 
cular del sistema (1) , 

2) el conjunto de todas las integrales particulares será denominado la inte- 
gral general del sistema (1), la que estará representada por las (3) , con- 
siderando variable elpunto Pp(Xg;u, Ua, -.., up) de A ; 

32) toda eventual integral cuya correspondiente curva integral resulte totalmen= 
te trazada sobre FA , será denominada una integral singular del siste- 
ma (1). 

Hagamos ahora una observación sobre la integral general que, como ya se dijo, 
está dada por las (3) al variaren A elpunto (Xp;Uz], ..., Up) . En la expre- 
sión de tal integral general aparecen, entonces, los p+l1 parámetros Xgr Uy. 
+. Uy que, salvo la restricción de tener que proporcionar un punto Po de A, 
son números arbitrarios. Puede, entonces, parecer a primera vista que la 
integral general, tal como la terminamos de definir, depende de p+1 constantes 
arbitrarias y no de p (como lo habíamos afirmado en un primer enfoque en los 
n9S 1,2). Pero es necesario observar que una vez definida una curva integral — (3) 


a partir de cierto punto inicial Pg , dicha curva integral puede ser obtenida to— 


mando como punto inicial cualquier otro punto P de la misma (interior de A ); 


(*) Es decir, se verifica el hecho que una curva integral construída a partir de un punto P 
de A, no permanece toda interiora A sino que tiene también puntos en común con FA (cQ 
mo el punto Po). 
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hay, entonces, 09 1 puntos iniciales que dan lugar a la misma curva inte- 
gral. De ahí que las curvas integrales (3) no sean oo pl sino, solamente,0o?, 
Se puede, por ejemplo, en las (3) suponer fijo Xy entonces resulta evidente 


que, en la integral general figuran las p constantes arbitra 


rias Us Ugr 0.» Up 


A los efectos prácticos no está dicho que las constantes arbitrarias que inter - 


vienen en la integral general sean precisamente los valores u. e L que 


de” Pp 
las funciones Y (0), Ya, .... % (x) asumen en un punto fijado Xo 5 las (3) 
se pueden escribir de infinitos modos distintos haciendo aparecer como constan - 


tes arbitrarias otras expresiones dependientes de Koro + 


“» . Por ejem- 


, 
plo (ver n0 1, ejercicio 5%) , considerada la ecuación diferencial y! + y? =0 
para la que el campo A es todo el plano xy , por lo que no existirán integra - 


les singulares), ponemos para ella la condición inicial yo) Y. Encontramos 
Yo 
la análoga de (97; pero la podemos también escribir y= 


para la solución la expresión y= Zque proporciona la fórmu- 


haciendo a 
x+e = 


parecer como constante arbitrariaa c= oa Xy Si embargo debe, si así 
se hace, tener en cuenta tambiép del valor c= oo correspondiente a yg =0 
(como ya se había observado en el 1%) 

Ilustremos todavía los conceptos expuestos con el ejemplo varias veces citado 
ya de la ecuación y! =y' . La función f(x,y)= A es continua en todo el pla- 
no, pero su derivada = 24 es continua solamente en el campo A ob 
tenido privando a todo el plano de los puntos del eje x . Tomado un punto (Xp, 
Yo) de A (con yo 40) , la integral que satisface a la condición inicial 
Yo) = Yo existe y es única: se trata de la función dada por la fórmula 


X -X 
PL 2 + y, in . (1 
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Si como punto inicial tomamos un punto (X, 0) de FA , encontramos las 


dos soluciones y=( za — p » y=0 . La primera forma parte de las (4) ; 


la segunda tiene, en cambio, como gráfico el eje x (esdecir FA ) yes una 


integral singular. 


Lo que hemos dicho para los sistemas de forma normal se extiende a aquellos de 
forma no normal, teniendo en cuenta lo que se ha dicho en el n2 6 , Considere - 
mos el sistema 

LO Y + Yao +++» po Mo do +++ RO, (6 = 1,2,...,P) (5) 
con las f¡ continuas en cierto campo A de Sop+1 junto a todas Sus deriva - 
das parciales primeras. 

Indiquemos con S el conjunto de todos los puntos (X, Y] ,Ya»++.. y Y] Ya». 

5) del campo A cuyas coordenadas verifican las p ecuaciones (5) y pa 


ra los que resulta 


a lr. fa...» Lp) P 
40 a 6) 
a Ul, Y2»---+3p) 4 
Sabemos que, fijado un punto Q(Xp, Uy, Up, +--, Mor Mio aro vw) de S 


existe una y solamente una integral de (5) que verifica las condiciones iniciales 
Y (Xp) = Y /resultando, además, en dicho punto y! (Xp) = v; TE Hay una sola di 
ferencia con el caso precedente, y es que, una vez fijado el punto inicial Po Ko » 
Yo My e. 4 ) , al poder tal vez elegirse de varios modos posibles los valo — 


y 


res de Y, Va, ..., Yo >» pueden tenerse varias curvas integrales que pasan par 


P¿- Pero, aparte de esto, es evidente que permanecen como han sido expuestos 
anteriormente, los conceptos de integral particular (toda integral obteni 
da a partir de un punto inicial fijado Pg tal que al mismo pueda ponérsele en co- 
rrespondencia por lo menos un punto Q de S ) yde integral general, 


(totalidad de las integrales particulares, la que dependerá de las p constantes 
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arbitrarias Mo Mar +.» up) la 

Pero, en el caso de los sistemas normales, pueden existir dos tipos 
distintos de integrales singulares. 

Un primer tipo es análogo al encontrado en el caso de los sistemas de forma nor 
mal. Suponiendo que las f¡ sean continuas en AUTYA  , pueden existir inte - 
grales y=y(x) tales que, trazada en Sap+1 la curva con las ecuaciones para 
métricas y=Y(%) , y|= y¡0) 6) , ésta resulta totalmente trazada sobre FA. 
Es claro que tal integral no puede provenir de algún punto Q de S (ya que los 
puntos Q soninteriores de A );tal integral no está incluida entre las integra 
les particulares antes definidas y se la considera, entonces, como una integral sin- 
gular. 

En cambio, un segundo tipo no tiene análogo en el caso de los sistemas de forma 
normal y surge al observar que pueden existir integrales tales que, para las co— 
rrespondientes funciones y (x) y para sus derivadas' y](x) resulte idéntica — 


mente verificada la 
pito) 


9 YY» +.» 1) 
También en este caso es evidente que tal integral no puede provenir de un pun — 


PISO 


to Q de S Z' porque en S vale la (6) 7 ; no será, por lo tanto, una inte — 
gral particular y deberá ser considerada como singular. Obsérvese que, conside - 


rada una curva integral singular y = y (x) de este tipo (si existe), cada punto de 


la misma (X, yz], Y2 ---, ) es tal que al mismo puede asociársele valores 
Yi Y + de modo que se satisfacen las p+l ecuaciones (5) y (7) de 
modo que X, Y, Y2,>++-» Yp deben verificar las ecuaciones que se obtienen e- 


liminando y], Yb, ... 


Yp  £ntre las (5), (7) . Tal eliminación lleva a una e- 


(*) Es casi superfluo observar que esta curva no es la que antes ha sido denominada curva 
integral  / ésta pertenece a Sp+1 y tiene por ecuaciones a y; =y¡ (Xx) E 
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cuación del tipo $(x, Y dar.» 1) =0 que representa cierta hipersuperfi cie 
del espacio Sp+1 sobre la que deben necesariamente estar trazadas las curvas 
integrales singulares de este segundo tipo. 

La búsqueda de tales integrales es, entonces, inmediata en el caso p=1 .Da 
da la ecuación diferencial de primer orden 
16, Y Y0= 0, (5 
la (7) toma, en este caso, la forma 
Ly 0%, y,y") =0 , (9) 
y eliminando y! entre estas dos ecuaciones, se obtendrá una ecuación del tipo 
q (x,y)=0 , que representará una curva del plano xy . Si existe una integral 
singul ar del tipo dicho, no puede ser sino ésta; caso por caso se examinará si'sa- 


tisface o no a la ecuación dada (8) 


Todo cuanto se dijo para los sistemas de ecuaciones de 19" orden, vale natural- 
mente también para una ecuación de orden n en una incógnita (es decir, esta tie 
ne integrales particulares, una integral general dependiente de n constantes ar 
bitrarias y, eventualmente, integrales singul ares); basta considerar el sistema e 


quivalente de ecuaciones de primer orden . 


Terminemos este argumento con una última observación importante referente al 
caso de una sola ecuación diferencial de 1% orden (8) /sin excluir que pueda ser 
de forma normal / , Demostremos el siguiente teorema: 

I-Si la familia oo - de las curvas integrales particulares de 
la ecuación diferencial (8) admite una envolvente V ,tal Y 


será una curva integral singular de la misma ecuación. 


Dem. Sea y=p(x,c) ,con c constante arbitraria, la ecuación de lafamilia 
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vol de curvas integrales particulares de (8) ,e y=F(x) la ecuación de la en 
volvente Y  . Tomadoen Y cualquier punto P ,de coordenadas E ,F(E), 
la tangente enéla Y tiene coeficiente angular F'(E) . Por otra parte, por 
P pasa una determinada curva integral y= p(x,) que tiene, en P ,la mis 
ma tangente de V  ;resulta, por lo tanto, 
p(5,7)=F(5) » pU5,0) =P(E) , (10) 
mientras que, del momento que la y= p(x,c) verifica la (8) , se tiene idénti— 
camente respecto de x : 
f[x,p(,7) , p'x,3)] =0 
Poniendo en éóta x= E  yteniendo en cuenta las (10) puede escribirse 
f[E, F(E) , FUB))=0 , 
donde, por la arbitrariedad de E se concluye que y=F(x) es, efectivamente, 


una integral de la (8) 


Puesto que del punto P[ E, F(E) ] parten, con la misma tangente, la 
curva integral particular y= p(x,c) yla curva integral Y , Éste es necesa- 
riamente singular puesto que sabemos que de un punto Poo» Yo) no puede par 
tir /'con una tangente de coeficiente angular y) que verifique las f(X,,yg,yp) = 
0 y, Ly 9Y0:Y 9) A 07 más que una sola curva integral particular. 

Podemos ilustrar este teorema con el ejemplo de la denominada ecuación de 
Clairaut: 

y =xy! +£() , (11) 
donde  f(y') es una función continua con derivada primera continua en cierto inter 
valo a<y'<b . La (11) no es de forma normal y el campo A del espacio 
(x,y,y') del que antes se ha hecho mención, está definido por —0o ¿x<+oo E 


=00<y<os , ac<y!<b ;sufrontera está constituida por los dos planos y'= 
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=a y=b 0) 


Por la (11) , la ecuación (9) que debe satisfacerse para los eventuales inte — 
grales singulares del segundo tipo, se escribe 
x+f! (y")=0 (12) 
Si una función y=y(x) verifica la (11) , también verificará la ecuación que 
se obtiene derivando la (11) respecto de x , osea, 
y =y +xy"+f!(9) y" o, esdecir, [x+fU(y")] y" =0 . (13) 
Si excluimos el caso que y=y(x) sea una integral singular que verifica la (13 
la (13) nos lleva necesariamente a y"=0 osea y!'=cC [con Cc constan — 
te arbitrariamente elegida en el intervalo (a,b) 7 ¡ entonces, por la (11) : 
y=cex+fc) . (14) 
Viceversa, se ve inmediatamente que esta función satisface la (11) ; la (14)re 


presenta, entónces, su integral general, que consta de oo 1 


rectas, 

Examinemos ahora si la (11) admite integrales singulares. 

Comencemos con las integrales singulares del primer tipo. Admitiendo que 
f(y!) sea continua en el intervalo cerrado asgy's<b ,siexiste una integral 
y(x) del tipo dicho, la curva con las ecuaciones paramétricas y=y(x) , y! = 
= y!(x) debe pertenecera FA ,esdecir, debe ser y!(x)=alo =b] y,en 
tonces, por la (11) ,y(x)=ax+f'(a) [o y(x)=bx+f'(b)] . Estas dos fun- 
ciones y=ax+ft(a) , y=bx+f'(b) son efectivamente soluciones de (11) ; 
pero comúnmente no se las considera integrales singulares pues pueden incluirse 
en la solución general (14) en correspondencia a los valores c=a y c=b., 

Pasemos a las integrales singulares del segundo tipo. Se ha visto en general 


que, si tal integral-existe, la misma debe encontrarse eliminando y! entre las 


(*) Si a,b son ambos finitos. Si uno solo es finito, la FA consta de un solo plano ; 
si son ambos infinitos, la frontera no existe. 
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(11), (12. 
Entonces, escribiendo t en lugar de y' , de tales ecuaciones sigue 
x= -fUt) 
(15) 
y=-t£()+£) , 
por lo que puede también decirse que, si existe una curva integral singular, tal 
curva deberá ser la representada paramétricamente por las (15) E “con el pará - 
metro t variable en (a,b) / . Viceversa, admitiendo que en (a,b) la fun — 
ción f admita derivada segunda continua siempre distinta de cero, se verifica in 
- mediatamente que las (15) definen una curva C integral de (11) ; en efecto, de 


las (15) , sigue 


+ —£U(t) —t £"(t) + £1(t) 
y= q E A 


y entonces de las mismas (15) sigue como consecuencia la (11) 

Pero interesa señalar que esta curva integral singular C noes sino la envol - 
vente de las rectas (14) . En efecto, para calcular tal envolvente se debe resol - 
ver respecto de x,y elsistema y=cx+f(c) , 0=x+ ft(c) , y éste condu- 
ce, evidentemente, a las (15) escritas con c en lugar de t . Y se trata de . 


na efectiva envolvente en virtud de la hipótesis admitida y" 40 (ver Cap. XXVII, 


2 6). 


Concluyendo: La ecuación de Clairaut (11) tiene como integral 
general una familia oo 1 de rectas Leuya ecuación se obtie 
ne de la misma (11) escribiendo c en lugar de y7 y una in- 
tegral singular que es la envolvente de tales rectas, 


El lector puede volver a examinar el ejemplo 6% deln% 1. 
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8-INTEGRACION DE ALGUNOS TIPOS DE ECUACIONES DE SE- 
GUNDO ORDEN. 


Indicaremos ahora tres tipos de ecuaciones diferenciales de 2% orden, cuya in- 
tegración puede reducirse a una de 1% orden SÓ 
1%) Ecuaciones en las que no interviene explícitamente la in 
cógnita y . Dada una ecuación de 2% orden del tipo 
fx, y" y") =0 , a) 
la misma puede transformarse inmediatamente en una de 1% orden, asumiendo 
y' como nueva incógnita, En efecto; poniendo y'=p , tendremos para p lae 
cuación de 19" orden f(x,p,p')= 0. Si se logra encontrar la integral general p= 
= p(x,c1) de esta, con c, constante arbitraria, es evidente que la integral ge- 
neral de la (1) estará expresada por la y= j p(x, cy) dx + Ca» donde cz es o 
tra constante arbitraria, 
2%) Ecuaciones en las que no interviene explícitamente la va 
riable independiente x . Dada una ecuación de 22 orden del tipo 
1, y',y")=0 , (2) 
la misma se reduce a una de 1% orden asumiendo como nueva incógnita a y! , 
pero considerándola función de y . Poniendo y'=p(y) , se tiene 


a = ein. <= do . P(y) , y entonces la (2) se transformaen 


la ecuación de 1% orden £(y,p,p- Py =0 . 


Suponiendo haber obtenido la integral general p=p(y,c,) de ésta, con e 
constante arbitraria, se tiene después para y la ecuación diferencial de joer or 


Y = p(y,Cj) , que tiene sus variables separables, por lo que se concluye que 


dy 
p(y,c,) 


la integral general de la (2) está dada por / =X+C9 », donde Cy €s 0 


(*) Debe tenecse presente que los mismos procedimientos aquí usados en las ecuaciones de 
20 orden, pueden servir para reducir la integración de una ecuación de orden n a la de u 
na ecuación de orden n-1 
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tra constante arbitraria. 

3%) Ecuaciones homogéneas respecto de y, y!, y". Son del tipo: 

1x,y,y',y")=0 (8) 

con f función homogénea, de cierto grado au  , respecto de las variables y, 
y', y" . Por definición de función homogénea se tendrá  idénticamente 
f(c,Uy, My", py") = po f(x, y,y',y") por lo que, poniendo p = E , Puede es 
cribirse la identidad £0x,y,y",y=3f60,1, 1, L), 

Prescindiendo de la eventual solución y=0 (si a > 0), la (3) equivale, en- 
tonces, a la 


tx,1, E, Ly-0 (a) 


la que puede reducirse a una ecuación de 1% orden asumiendo como nueva incóg 


' 
nita a ll + Poniendo, precisamente, a u , derivando se tiene 


12 "ma 
- => =u! ,es decir, ls u“+u!  porloque la (4) resulta transforma- 
y 


2 


daen f(x, 1, u, ué+u'=0 . Suponiendo conocida la integral general usu(x,0,) 


de esta última, de la + - u(x,c,) se deduce inmediatamente que la integral 


fu(x,cy)ax 
general de la (3) está dada por y= cg 5 


9 -INTEGRALES PRIMERAS DE UN SISTEMA DE ECUACIONES 
DIFERENCIALES. 
Dado un sistema de p ecuaciones diferenciales de 1%" orden con p funcio 


nes incógnitas y], Ya, ». 


Yo 

E 20000 por YB rr MP) = 00, (=1,2,...,P) (1) 
se denomina integral primera del mismo a toda función (Y + Ya ... 
Se p) que goce de la propiedad de reducirse a una constante toda vez que se sus 
tituya en ella y] con y16) >» Y2 con Ya) y a Yo e Yp(x) , Sien 
do [ Y (0), Ya Dr 2... Y 607 cualquier solución del sistema (1). En otra 


forma puede decirse que la función Q (X,Y ,Y2, --. ,p) es una integral prime-— 
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ra del sistema (1) cuando sobre toda curva integral de dicho sistema asume un 
valor constante (naturalmente distinto de una curva a la otra). El conocimiento de 
una integral primera facilita la integración del sistema, puesto que, debiendo, pa 
ra toda integral, ser Q (X,Y ,Y2, -- ».p)=0  ,se podrá en general obtener de 
ésta ecuación una de las incógnitas, por ejemplo Y .en función de las restan— 
tes y de la constante arbitraria c ; 

% =EX,Y .32> +... p-1»0) . 

Se tiene así un medio de eliminar una incógnita y de sustituir (1) por un siste- 
made p-1 ecuaciones con p-1 incógnitas. Si se conocen dos integrales pri- 
meras se podrá, en general, eliminar dos incógnitas, y así sucesivamente. . 

Si, inclusive, se conocieran p integrales primeras, será generalmente posi- 
ble obtener todas las incógnitas en función de x yde p constantes arbitra — 
rias, obteniendo asf la integral general del sistema dado, 

Todo cuanto se ha dicho para los sistemas de ecuaciones de 1% orden vale, na 
turalmente, también para una ecuación diferencial de orden n (que equivale a 
tal sistema). Dada la ecuación diferencial 

A E A e) 
se llamará integral primera de la misma a toda función ( (Xx,y,y',.. yA-1), que 
se reduzca a una constante sobre cada curva integral de la ecuación (2) . Conoci 
da una integral primera, la integración de la (2) queda trasladada a la integra — 
ción de la ecuación (de orden n-1 ) Q(X,y,y!,.. ey =cC  . Si se conocen 
dos integrales primeras se podrá, en general, eliminar entre ellas la yA e y 
obtener así una ecuación de orden n-2 ; si se conocen tres integrales primeras, 
se intentará eliminar yM7) e y(1-2 para obtener una ecuación diferencial 

- 


de orden n-3 ;yasí sucesivamente. 


La consideración de las integrales primeras se presenta a menudo en mecánica 
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racional, Por ejemplo, considerando un punto material de masa m , que se 
mueve sobre una recta (eje x ) bajo la acción de una fuerza conocida f(x) 
(posicional pero independiente del tiempo t ), se tendrá para su abscisa x(t) 
o 2 
la ecuación diferencial de 2% orden: m EE f(x)  . Multiplicando por 
dt 
dx dx m 


d2x dx d ax? dx 
4 = -—. y, 2, (X-102= 
—— seobtiene m na E f(x) n o sea 2 Ta Ural (x) E 


2 
= 0 ; integrando se deduce Lm(L5- ES dx=c , obteniéndose asf lain 


tegral primera que se conoce como la fuerza viva. 


10 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES. 

Una ecuación diferencial F(x,y,y',.. y) =0 de orden n será denomine 
da lineal cuando su primer miembro sea una función lineal de y,y'",... ya) 
es decir, cuando sea del siguiente tipo; 

pot) y 0 OD pa y DD pp 100) y! + Pp 0%) y = 96%) , (1) 
con py(X), p16), PEA Pp) (coeficientes) y a(x) (término indepen 
diente) funciones dadas de la variable x  , que supondremos continuas en un 
intervalo dado 1 (acotado o no) . Si el primer coeficiente Poe) , es. distinto 


de cero en todo I ,laecuación (1) puede escribirse bajo forma normal 


(n-1) (m-2) , 


ye +20 y 0D y ao) y YA y= 1, (2 
habiendo introducido las funciones aj(x) = a » (=1,2,...,n) , f(x)= 


- e , que son todavía continuas en I . En lo sucesivo nos re 
feriremos exclusivamente a la forma normal (2) y supondre- 
mos n >2 puesto que el caso n=1 ha sido ya completamente 
estudiado en el n% 4 

Las derivadas parciales del primer miembro de (2) con respecto a y,y', .... 
e, yO son respectivamente iguales a ae), 8 100, Sl alo, El $ 


tales derivadas son continuas y por lo tanto se mantendrán acotadas cuando x va 
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ríe en cualquier intervalo cerrado y acotado J contenido en 1 . o 
Manteniendo x en J se podrá entonces aplicar a la (2) elteor. IM deln0 
5 por lo que podrá decirse que fijados arbitrariamente un punto x€J] y nnú 
meros Up, Uy, ..., Uy y  , €xistirá, en todo J y será única, la inte 
gral y(x) dela (2) que verifica las condiciones iniciales 
A A al E 
Como esto vale cualquiera sea J<1I , se deduce: 
:I- Fijados arbitrariamente un punto x¿€ I y n números uu, 
gos existe y es única la integral y(x) dela (2) que ve- 
rifica las condiciones iniciales (3) ; tal integral resulta de- 
finida en todo I 
Según la advertencia ya introducida en el n% 1 , aquí se ha tácitamente supuesto 
que las funciones conocidas y las integrales buscadas son reales, Pero en el estu— 
dio de las ecuaciones diferenciales lineales es oportuno anular esta restricción y, 
siempre manteniendo real la variable x  , considerar los coeficientes a), ... 
..., Ap(x) y el término independiente f(x) como funciones continuas, reales o 
complejas. También en estas condicioneses válido el teor. Il, 
admitiendo naturalmente que en las (3), Mg» Ur +++» UY puedan también ser 
números complejos. Para convencernos de esta afirmación, pongamos en la (2) 
Ag (%) = Dye) +icgb) , fe)=86)+ihk) , ye)=p()+19() y, en 
las (3) , Uy = Mi ti WA Entonces, separando lo real de lo imaginario, la (2) 
proporciona el siguiente sistema, de forma normal, de dos ecuaciones de orden n 
en las dos funciones incógnitas reales Q (x) , $ (x) 


¿poa AD ao POD] + do 0 00 4] =800) 
aa) (1 


-1 
SE IS 


(*) Siel propio 1 es cerrado y acotado, la consideración de J es superflua. 
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mientras las (3) dan 
A A A A 
A A Dl E AP 


Considerando el sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden equi 


(5) 


valente al sistema (4) , se ve inmediatamente que, manteniendo x en cualquier 
intervalo cerrado y acotado JE I , valen para tal sistema las hipótesis del te- 
or. II deln%5 , tras lo que, razonando como antes, se concluye que en todo 1 e- 
xiste y es única la integral [ Q (x), Y(x)] del sistema (4) que verifica las con 
diciones iniciales (5) .De este hecho deriva precisamente que también en el cam- 


po de las funciones complejas continúe valiendo el teor. 1. 


Se dirá que la ecuación diferencial (2 es homogénea cuando el término in- 
dependiente f(x) sea idénticamente nulo; no homogénea enel caso contra 
rio, 

Suponiendo que la (2) sea no homogénea, es oportuno asociarle la corres - 
pondiente ecuación homogénea 

ya y 9 y 0. 2 16%) y + 2900) y=0 (6) 

puesto que vale la siguiente propiedad: 
IU -Si se conoce una integral Yo) de la ecuación no homogé- 
nea (2) , y se le suma una ¡integral cualquiera n e) de la 
correspondiente ecuación homogénea (6) ,se obtiene una fun 
ción  yo(x)+n(x) que es todavía una integral de la (2) .Vice- 
versa, toda integral de la (2) puede obtenerse de ese modo,es 
decir, agregando a yp(x) una integral de la ecuación homogé- 
nea (6) 


(n) 


Dem .Porhipótesises yg" + a,(x) y 0) +.... +2) yo=f0) , o, 
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e. 


a1() nm .... +2ap(x) =0-; sumando miembro a miembro estas dos ecua 


ciones se obtiene (yg +Y| >. at) Yo qe +... +29) (Y0+7)=1%), 
lo que prueba la primera afirmación. Para la segunda bastará hacer ver que, lla - 
mando con y(x) a cualquier otra integral de la (2) , la diferencia y(x) - 44) 
satisface la ecuación homogénea (6) . Y, en efecto, como por hipótesis es y 


E -1 
fa 0 la 10 ye ) + 


+a,(%) y -+a)y=1t) , y 2... +2. (y -=100, 
sustrayendo miembro a miembro resulta (y - yy +2 e) y - y a. sac 
+ an) (y - yo) = 0 , que es lo que queríamos demostrar, 

Este teorema II muestra que para llegar a la integración de la ecuación no ho— 
mogénea (2) se puede proceder asf: 1%) determinar todas las integrales y (x) 
de la ecuación homogénea (6) ; 20) determinar una integral Yo) delae - 
cuación (2) . Tras ésto, sumando n0)+y0) se tendrán todas lasinte - 
grales de la (2) 

Veremos en el n% 12 que una vez resuelto el problema 19) es siempre posi - 
ble obtener también la resolución del problema segundo ; por lo tanto, toda la. di- 


ficultad que se presenta en la integración de las ecuaciones diferenciales linea - 


les está en la resolución de las ecuaciones homogéneas. 


11 - ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES HOMOGENEAS, 


Una primer propiedad de la ecuación lineal homogénea 


a ... 


y +2, 60) y Aya my=0 0, a 


está expresada ppr el siguiente teorema: 
I-Si y), Y2(X), --., Yp(X) son p integrales de la (1) [con p 
entero arbitrario _/, llamando con Cj» Cog»... Cy 2 p constan 


tes arbitrarias, también la función c, Y] 6%) +07 Ygb%) +...+ 0, y, 00 


será una integral de dicha ecuación. 


Dem. En efecto; de las Aaa +0 y? te. 
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»D, A ordenadamente por E y sumando, sigue E Po (1) + 


2097 ey) A 009 (3 CY) = 0 re 
Consideremos ahora n integrales (tantas como el orden de la ecuación) y), 
Yee), +.., Yy(%) dela (1). Llamaremos wronskiano de tales integrales 


al siguiente determinante de orden n : 


y,6) Ya... + Ype 
y", 0) A 

W(«x) = y 0) JA. Y 00) (2) 
(n-1) (m-1) (n-1) 


y Ya o... Y 
Para tal determinante vale el siguiente teorema de Liouville; 
IU - Dadas arbitrariamente n integrales y, Ya rocomos Ip) 


de la ecuación lineal homogénea (1) y un punto xq del in- 


tervalo 1 , el wronskiano Wx) de tales integrales verifica 
la fórmula x 
$ 2, (t) dt 
Wex) = Wxp)e Xo . (3) 


Dem,  Calculemos la derivada de yw(x) teniendo presente que la derivada de un 
determinante de orden n esigual a la suma de n determinantes obtenidos a 
partir del dado sustituyendo a las funciones de la ph , rs (y? 5 ne fila, 
por sus derivadas, En nuestro caso es evidente que los primeros n-1 de estos 


determinantes tendrán dos filas iguales y serán, entonces, nulos. De ahí que 


YA ooo. ... -.. Jpt) 
JA ccoo. ... e... YA) 
— WRBr"li..ooo. con. e . (4) 


y ts) lia la aria eS y) 
FA cd) 
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Tengamos ahora en cuenta que y, 7 ES) ae: NS] verifican la ecuación 
(1) ; es decir se tendrá, por ejemplo, 
+2 De +07 0 +... +2, 00719 + 
+ap(y 0 =0, 
por lo que, sia la última fila del determinante (4) agregamos la 1% multipli- 
cada por o) , la 2% multiplicada por are... la penúltima multipli- 
cada por 226) » los elementos de la última fila se pueden sustituir por los si- 
"guientes: A) sr... 2,0%) y AD tx) 7 


Se tiene, entonces 


y,e) e... ooo...» . Y 
y) E yn e) 
Wi) aero ro 
-2) (n-2) 
oo Ya 
A. el) 


o sea, recordando la (2) , W'(x) = -a, (x) WRx) . 

Multiplicando ambos miembros por e Le a1()dt , resulta 
“= E at > meo1 =0 , osea que Kn et: w(x) es constante, igual 
por ejemplo al valor que asume para x=X, , Que es, evidentemente W(Xp) . De 
aquí sigue la tesis, 

Del teor. II se obtiene inmediatamente este otro 
II -El Wronskiano de n ¡integrales y), Yori... NS) de 
la ecuación diferencial homogénea (1) o esidénticamente nu 
nulo o no se anula jamás en el intervalo 1. 

Dem. Enefecto; si w(x) noes idénticamente nulo, existe en 1 un Xx en 
el que WKp) A 0; pero entonces, de la (3), sigue que w(x) es siempre 40, 


que es ló que queríamos demostrar. 
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Introduzcamos ahora la siguiente definición: diremos que n integrales Y (), 
Jak), ..-, Yp(x) de la ecuación lineal y homogénea (1) forman un sistema 
fundamental de integrales cuando su Wronskiano W(x) sea distinto de cero 
en todo el intervalo 1 (también puede decirse, por el teor, III: cuando W(x) no 
es idénticame nte nulo), 

Para darle legitimidad a la definición debemos, sin embargo, hacer ver que e- 
xisten, efectivamente, sistemas fundamentales de integrales. Y mostraremos el 
*modo de construir uno, Fijado en 1 un punto Xp , sea y (x) aquella integral 
de la (1) que está individualizada por las condiciones iniciales: 


y 02) (a 


a 
Y*)=1 , y1)=3 y =y  —Kp)=y ep) =0 5; 61) 


sea yy(x) la individualizada por estas otras condiciones iniciales 
-2 -1, 
A e E A A) 
y así sucesivamente hasta denominar Ya (x) la individualizada por las 
O E 
Las integrales y, Y), Y e) así presentadas son tales que para su 


wronskiano W(x) resulta: 


1 0 0 
0 dd ha 0 

W (xp) = =1 ; 
0 DE” aa 1 


tal wronskiano no es idénticamente nulo y dichas integrales forman, entonces, un 
sistema fundamental. Es claro que la construcción de un sistema tal se puede ha- 
cer de infinitos modos distintos: basta proceder como antes, eligiendo los valo — 
res iniciales (5,) , (52) , .... » (Sp) de modo que el determinante por ellos 
formado resulte distinto de cero. 


Tras esto, podemos demostrar un importante teorema: 
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IV -Si y 4, Ya, ..., E) son integrales de la ecuación dife - 
rencial lineal homogénea (1) , y forman un sistema fundamen- 
tal, todas (y solamente) las integrales de dicha ecuación es 
tán comprendidas en la fórmula 

YX) = 01y](%) +C9Y2(%) +... +03 (0) , (6) 
donde C¡,C3,..., Cy son constantes arbitrarias. 
Dem. Ante todo, debido al teor, 1, de cualquier modo que se hayan fijado las 
constantes Cy, Cg,..., Cy , la función proporcionada por (6) es una integral 
de la (1). 

Queda, entonces, por hacer ver que, viceversa, elegida arbitrariamente cual- 
quier integral y(x) dela (1) , es posible determinar n constantes ES Ca». 
+..» Cy de modo que valga la (6) . Con ese motivo observemos que, fijada y(x) 
es posible construir de un modo (y solamente de un modo) n fun — 
ciones vi (X), V2(X), ..., Vp(%) de forma tal que valgan las siguientes n ecua 
ciones 

Y (Xx) =V,(%) y, (0) +v20%) y) + .... +10) (0, 

YU) = 10%) y] (A) + v92(%) yg (0) + .... + w, 0%) yp00 , 


(n-2) (n-1) 


(n 


1) (1-1) 
y AY RIVA RA RA 


y en efecto, se ha escrito un sistema de n ecuaciones lineales en las incógnitas 
Y (), Va (), ..., Y () , con determinante de los coeficientes igual al wronskia- 
no W(x) delas n integrales Y (), Ya e), 2...» Ya (x) que, por hipótesis, es 
distinto de cero, 

Observemos una primer propiedad de las Y (), Ya 4 CI MA (x) así determi 


nadas, Puesto que y(x), Y (X), ..., y, (X) son integrales de la (1) , multipli — 


cando la primera de las (7) por ap(x) , la segunda por ami) » .--, dl 
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n-ésima por a,(x) y luego sumamos miembro a miembro, se llega a que Y (), 


Va (X), ..., Y, (%) deben también verificar la ecuación 
074905 +... +07. 6) 
Observemos también que las funciones Mi e), Va [0.3 PRO BA (x) resultan racio 
nal mente expresadas por medio de las integrales y(x), Y Da o A (Xx) y de 


sus derivadas hasta las de orden n-1 ; como tales integrales admiten en todo 1 


derivadas hasta las de orden n , resulta que cada una de las Y (%), , YY 


admitirá en I , derivadas primeras. 
Calculemos estas derivadas: 
Derivando la primera de las (7) se obtiene 
A A 
por lo que, sustrayendo la segunda de las (7) se obtiene 
Y 6%) y (0) + 19 (0) 9) + 0) 3 A) 0 9) 
Derivando la segunda de las (7) se obtiene 
YU) = Y 0) OS). + 0) IO) + 00) Y (8) + 0 + + Y, (%) y 9%) 
de la que, si se sustrae la tercera de las (7) , se obtiene 
A E 0) 
Prosiguiendo del mismo modo sobre las ecuaciones sucesivas llegaremos, me— 
diante la derivación de la penúltima de las (7) y la posterior sustracción de la úl- 
tima, a obtener la 
vi (x) yA +16) ES) +... +W0) ye e) =0 a On) 
Por último, derivando la última de las (7) se deduce la rel ación 


(1) (1) (1) (n-1) 


Y OA. + 60 79 00) +1 60) y, e 


CEA a 
y sustrayendo de ella la (8) se obtiene 
qee 0. 9) 


Entonces, las derivadas que buscábamos vi leo ciao os Ya (x) deben verificar las 
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(91), (92), --..» (9) que forman un sistema de n ecuaciones lineales y ho— 
mogéneas con determinante de los coeficientes igual al wronskiano W(x) ; si 
gue, entonces, que necesariamente Y (x) = vo M=....= % (x)=0 porlo que 
las funciones v¡ (X), va(X), ..., Y (Xx) son constantes. Designándolas con C1> 


ch Y sustituyéndolas en la primera de las (7) se obtiene que, para la 


Co 
integral elegida arbitrariamente y(x) , vale la (6) , quees loque queríamos 


demostrar . 


Entonces la fórmula (4) da todas las soluciones de la ecuación lineal y homogé 
nea (1) . Si se desea la que satisface las condiciones iniciales genéricas: 
A Kn) = Mb) = y 
Y) = Ugo, YU) Up, YU) Ugo cc...» Y Po) (10) 


bastará determinar las constantes Cc Si de modo que valgan las 


pro 
013 (Xp) + Ca Ya () +»... + CoYp (Xp) = Uy Ñ 


€] Y] (Kg) + 09 Yo (Xp) + --.. + Cp Yn (Xp) = 


(11) 


010 ep) +09 y8 E 


lo que es posible hacer de uno y solamente de un modo, porque las (11) constitu- 


yen un sistema de n ecuaciones lineales, con determinante de los coeficientes 
W(Xo) A0. Viceversa, fijadas arbitrariamente las constantes Cqr Corro.» Cos 
la (6) proporciona una integral y(x) dela (1) que es la correspondiente a las 
condiciones iniciales Mor Ugo + proporcionadas por la (11) . Entonces, 
cada y(x) dada por la (6) ,es decir, cada integral de la (1) es una 
integral particular (en el sentido precisado en el nm 7 ) y de ahí que la (1) 
carezca de integrales singulares. 
Podemos resumir estos conceptos con el siguiente enunciado: 


V -Dada la ecuación diferencial lineal y homogénea (1) , la 
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misma carece de integrales singulares y su integral general 
puede expresarse inmediatamente con la (6) apenas se conoz 


ca un sistema fundamental y,(%) ; y2e), Jn e) de integrales 


particulares de la ecuación dada. 

Naturalmente este teorema no resuleve el problema de integrar la (1) sino que 
solamente señala cuál es la dificultad esencial de tal problema (encontrar un sis- 
tem, fundamenta! de integrales particulares) y cuál es la forma de la integral ge- 
neral (es una combinación lineal, con coeficientes constantes arbitrarios, de las 


integrales de un sistema fundamental fijado) . 


Agreguemos una observación sobre el sistema fundamental [ y10%) ¿ yo) PO 
Y) ] , introduciendo una definición. 

Dadas, en un intervalo, n funciones po) ; AS) A CS) , se dirá 
que las mismas son linealmente independientes ental intervalo cuan- 
do no existe una combinación lineal cy 01%) +C09P9(X) +... + Cp Pp(x) , con co- 
eficientes constantes Cr Cares, Cy no todos nulos , que resulte idéntica- 
mente nula en el intervalo considerado, 

Demostremos que: 

VI -Condición necesaria y suficiente para que n integrales 
y,0) ; YA. Yn e) de la ecuación (1) sean e aients inde- 
pendientes en I es que dichas funciones formen un sistema 
fundamental, es decir, que su Wronskiano W(x) sea en I 
siempre distinto de cero. 

Dem. La condición es necesaria, es decir, sí Y). ., In e) son 


linealmente independientes en 1 , su Wronskiano es necesariamente f 0, En 


efecto, sien un punto Xp fuese WXy)=0, el siguiente sistema de n ecuacio- 


397 XXIx -11 


nes lineales homogéneas en las n incógnitas cj, Caro. .» Cp: 
e Yo) + Ca Yao) Paños. 
O, y! xo) + C02y” (Xp) + e. ad 
1 22 (12) 
=l E 
Da rar. tc ye y) = 0 


tendría autosoluciones, existiendo n números, no todos nulos 1» %.» 
+», Cy que verificarían las (12) . Entonces la función Y(x)=0,y, (Xx) + Toya (x) + 
e. Sa Yp(*) sería una integral de la (1) que, en virtud de las (12), verifica- 
ría las condiciones iniciales Y) =0, Y"xp) es y 0D o) =0 ; pero 


integrales que verifiquen esta condición existe una sola y se trata, evidentemente, 


de la función idénticamente nula, Debería entonces ser 


E Y](X) + T2Yg(%) +... +7, Yp (bx) = 0 (13) 
lo que contradice la hipótesis hecha en el sentido que las Y1%)r..«, Yp() eran 


linealmente “independientes. 
La condición es suficiente, es decir, si W(x)* 0 , entonces YI), Ya). .., 
y, (*) son linealmente independientes. En efecto, si no lo fuesen, existirían —n 


números C,,T3,..., 9, no todos nulos tales que harían cierta la (13) y 


esto traduciría el hecho de que la integral y =0 se podría obtener de la (6) asu 
'miendo Cc; = EN 1...» 0, =T  . Pero se ha visto (durante la demostración del 
teor. IV ) que cada integral de la (1) proviene de una y solamente una elección de 
e 


las constantes arbitrarias Cir Clare .. . Debe ser, entonces, e =0, Ca =0, 


'n 


=0 y esto está contra la hipótesis de que T,, A »..., €, no sean todos 
nulos, que es lo que queríamos demostrar. 
Se pueden entonces afirmar que se habrá conseguido la integración 


de la ecuación lineal homogénea (1) cuando se haya logrado 


encontrar n integrales, linealmente independientes, de la 
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misma. 
Por ejemplo, la ecuación diferencial lineal homogénea de 2% orden 
3 0% E 2 =0 
a 1+x2 > 1+x2 Y ES 
admite la dos integrales Y¡=X,Y2= x?2-1 (como se verifica inmediatamente). 
Estas son linealmente independientes ya que su wronskiano vale 


x x-1 


=x2+1%0 
1 zx 


12 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES NO HOMOGE- 
NEAS. 
Consideremos la ecuación no homogénea 


(Ma, + ap 109y +2, 00 y =£(x) a) 


ya ay 
y supongamos haber logrado ya construir la integral general 
y(%) = 01 Y](X) + C9Y2(%) + -... +Cp Yp(x) (2) 
de la ecuación homogénea correspondiente 
JO AD Ay rap bOy=O (5) 
En virtud de lo que se dijo al final del n% 10 , para tener la integral general de 
la (1), bastará construir una integral particular  yp(x) de la 
(1) , puesto que tras obtenerla, según el teor. II del n% 10, la integral general 
de la (1) estará expresada por la fórmula 
Y(%) =C] Y] (%) + C9Y2(%) + 2.... + Cp Yn(%) + yo á (4) 


Mostraremos ahora que, conocido un sistema fundamental yy(x), Y¿x) OSO 


Yp() dela (3), siempre será posible mediante cuadraturas encontrar una inte- 


(*) El citado teor. II del n? 10 asegura que la (4) proporciona todas las integrales de la (1); 
que cada una de éstas sea, después, una integral particular (en el sentido del n? 7 ) se lo ve con 
un razonamiento similar al hecho en el caso de la (3) /verlas (10), (11),.... del n? prece= 
dente 7 . Por eso hemos dicho sin más que (4) es la integral general de la mi 
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gral particular Joe) de la (1) . Expondremos dos métodos con ese mismo ob- 


jeto. 


El primer método (llamado de variación de las constantes arbitra 
rias o de Lagrange) está apoyado sobre la tentativa de buscar la integral 
particular Yo) de la (1) bajo una forma análoga a la (2) de la integral gene- 
ral de la ecuación homogénea (3), pero sustituyendo las constantes 
arbitrarias Cr Caro». Cy Por funciones V](%), Vo(X),..., YY) a 
determinarse oportunamente, Y precisamente se trata de determinar 
Y ye) + v100, vo), Ar a) de modo que valgan, inicialmente, las siguientes 


n relaciones 


ID OO A + PI 


y ye) YAA + VA) ye) , 


(5) 


Pr, al y. 
A ere, 

y, además, de modo que yp(x) verifique la ecuación dada (1) . De las (5) si- 

gue Zcon el mismo cálculo hecho en el n% precedente sobre las (7) para deducir 

las (91), (99) r.... On-1)/ que las derivadas v',(x), vb), a Y 00 deben 


verificar las n-1 ecuaciones 


ROYO + vr e0ype)  =0, 
LAY Acc + vr Aypo)  =0, 
(6) 
2 - 
nor +v.00 y 0 = 0 


Tras esto, para imponer que NS) verifique la (1), derivamos la última de 
las (5) obteniendo así la 


y = 0 +... re rare y, 
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a la que le agregamos las (5) multiplicadas por ap 0%) > 21) s...» 2(X), res 
pectivamente. Resultará entonces, teniendo en cuenta que Y). <> Ya (x) son 
integrales de la ecuación homogénea (3) : 

ye) +2 00Y PD) +... +2 1697969 + 2969 96%) = 


FS (n-1) (m-1) 
A A 
siendo, por lo tanto, para que yoe) verifique la (1) , necesario y suficiente 


que sea 


(0-1) 
n 


eye +... + eoyo e) =16) . Mm 

Se tienen así, con las (6), (7), n ecuaciones lineales en las n incógnitas 
MIS ve)» con el wronskiano W(x) delas n integrales Y, Ya» 
..., Jp0) de la ecuación homogénea constituyendo el determinante de los coefi- 
cientes; siendo por hipótesis W(x)2 0, las VO), VA) 0... ve) resultan 
bien determinadas. Después, mediante una cuadratura, se deducirán las vi), 
vo) e Y) y, sustituyendo en la primera de las (5) , se tendrá la integral 
particular buscada yy) 4 

Se tiene, entonces, la siguiente regla : 
I-Para obtener la integral general de la ecuación lineal no 
homogénea (1) basta conocer un sistema fundamental Y, 
Ya... Y) de integrales de la correspondiente ecuación ho 
mogénea (3) . La integral general buscada está dada por la 
fórmula 

ye) =[0, +v,60] y,00 +[ 07 + v265)] y2(0) +2... + 0, + v00)1 9,05) e 
donde Cj+ Cgr+..» C, Son constantes arbitrarias y V¿(X), va(X), 

., V,(x) son n funciones cuyas derivadas están proporcio- 


(*) Que sigue de la (4) yla primera de las (5). 
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nadas por la solución del sistema”) 


00) + PRIZE o +09 ye). =0, 
VOY 0) + VWWYYA+ FL ODYL OO 0», de 
v1.0) A) + vio) y De) Mco dae +v1,00) o Dix) = £x) 
Consideremos, por ejemplo, la ecuación no homogénea 
ES yo AM (9) 
CAR “> y= 02 13 . ) 


La ecuación homogénea correspondiente es la (14) del n% precedente, de la que 


2 


ya conocíamos dos integrales linealmente independientes Y¡=X,Y2= -1, En 
tonces el sistema (8) se escribe 
y, 0) x + v00 q? -1)=0 
vb) 1+vie) 2x  =(2+1?2 ; 
1 2 8 
resolviendo, se encuentra y", =1-xl E v'¿0) =x+x8 , Por lo que se deduce 
y? 2, xt 
v¡ (A) =Xx - e vo” 0 + as La integral general de la (9) es, entonces, 
2 xA 
y (x) = (e, +x - 3) x + (0, + ye sl) 5 
O sea, 
2 xi x0 
= -1) ii 
y(X) = 0, X +09 (Xx )+ 4 20 


Expongamos un segundo método, debido a Cauchy . Designemos con E aun 
punto cualquiera del intervalo 1 , y construyamos la integral Y(x) de la ecua- 
ción diferencial homogénea (3) que queda individualizada por las condiciones 
iniciales 


y 0-2) 


Y(E)=0 , YUÉE)=0 ,.... (E)=0 , Yen 


(8) = 1; (10) 
(*) Obtenidas las derivadas v!, (Xx), VIy(X) »=...» Vh (%) , se logra después vi (Xx) = 


=fv1 0 es, 
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dicha integral está determinada y se la obtiene de la (2) calculando las constantes 


arbitrarias Cj» Car...» Cy Con la resolución del sistema 
pes + epY (Etc o + Cpyp(E) =0 
ey (E) + Corr)... o... + Cy (E) =0 
ARA A EAN (11) 
-2 (n -2) 
e io ic +0, y ME) =0 
en 
arre +1, 
y construyendo la correspondiente combinación lineal, es decir 
Y(x) = 21y,6) + Coya (x) Fido + Cn Y e) 4 (12) 


Esta integral depende de las dos variables x , E ; la indicaremos con K(x,8) 
y continuaremos usando los ápices para indicar sus derivadas con respecto a x 

Notemos que se puede dar fácilmente la expresión de Y(x)=K(x,E) , observan 
do que con las (11), (12) se tienen n+1 ecuaciones con n incógnitas: 1, 
Cor+»., Cy y entonces debe ser nulo el determinante de orden n+1 formado 
con los coeficientes y los segundos miembros de tales ecuaciones. Es decir, debe 


ser 


y, (E) IED a ei ce YA (E) o 

yy E) YelEloccoo.o. oo. yn (E) 0 
RCA ESEFEAÍTAS AA sl $ 
A HE ME rr LE a 

ye) Ya ooo Ye) Y() 4 


desarrollando este determinante por los elementos de la última columna, se obtie- 
ne inmediatamente /'escribiendo K(x,E) en lugar de Y(x) , y conel significa 


do habitual de Wx)_7 
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y1(É) JAE) cie Ya (E) 
y, 5) Je y (E) 
K(x,E) = wi] A il da ¿ (13) 
OS) e A TES) 
y10) Y NS) 


Podemos enunciar 
IU - La integral K(x,E) de la ecuación homogénea (3) que ve 
"rifica las condiciones 

K(E,E)=0, KUE,E)J=0,..., KO NE,EJ=0 , KkO0E,5)=1 (9) 

se obtiene dividiendo por el wronskiano de ye, Ye), ++», In) 
calculado en el punto E , el determinante obtenido de dicho 
wronskiano cuando se sustituyen los elementos de la última 
fila de éste con las funciones YD... Y nx) 

Una vez construida tal función K(x,E) , que será denominada el núcleo resol- 
vente de la (1), pasemos a demostrar que, fijado arbitrariamenes un punto Xo 


del intervalo 1 una integral particular 5) de la ecuación no homogénea (1) 


está dada por 
x 
yo00= | Ke,B)1(8)48 
0 
En efecto; de esta fórmula sigue (recordando el teor. II del Cap. XIX, n% 5): 
x 
y 00 =Keo te) + [ KtxE)MEJdE osea 
0 xy 
x 
ye) = 1N Ki EJMCEJIE , 
0 
puesto que K(x,x)=0 por la primera de las (14) ; 
Y y (0) = K!(x,x) £(x) + [ K"(x,E)K(É)JdE osea 
0 
ye) = f K(x,E)£(E)dE —, 
o 
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ya que K'(x,x)=0 , por la segunda de las (14) ; 


De) 09109 + [ KO E)n(B)4B , o50n 
0 


E ETS ; 
xo 


puesto que 0D, x) =0 , por la penúltima de las (14) ; 


x 
ore E), ose 
0 
X 
E EA 
xo 
(n-1) 
ya que K (x,x) = 1 , por la última de las (14) . 


Tendremos así 


ye (n-1) 


E)+a my) +... + Ay 100) 900 + 2,00) yp(%) = 


= f(x) «[ UK a,E)+ aora, Ph... +27 109K'(x,5) + 
7 rapto KOE)IME)AS =100 

porque, siendo K(x,5) una integral de la ecuación homogénea (3) , la expresión 
entre paréntesis cuadrados vale cero, lo que prueba que efectivamente yg(x) ve- 
rifica la (1). 

Se tiene, entonces, 
II -Si dada la ecuación lineal no homogénea (1) , se supone 
conocer n ¡integrales linealmente independientes Y1(%), ya), 
.o Ye) de la ecuación homogénea correspondiente (3) , una 
vez construido el núcleo resolvente K(x,E) según la regla da 
da en el enunciado II, la integral general de la (1) toma la 
forma 


y (5) = 0, Y 6) +C2Yg0) +. - «+ Cp Yp(%) *f K,EJNE)ME. , 
0 


405 XXIX - 13 
con Cy, Cor. .., Cp constantes arbitrarias y xo punto cual- 
quiera del intervalo I 


Retomando el ejemplo de la (9), el núcleo resolvente K(x,E) está dado por 


2 2 
=ñ -1. 
K(x,E) = á 5 .: 5 5 - 6-5) (E+1) 
: 2 El+1 
E x"-1 y ab 
y entonces se obtiene la integral particular 
0 = | («-E) xE+ 1) (6%+1?4d5 = 
yl , E 
af (5% 2-15 + 0? -1)5+x] dE = 
5 4 2 2 2 6 
o a x e Xx pe A Xx 
== + (x Do + (x D 3 FX,X y 20 


obteniéndose, por ende, la integral general 


E 2 ja Ar RR 
y(x) ex +c,(x D+ A] + 4 +50 5 


como ya había sido calculada con el otro método, 
13 - ECUACIONES LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES; 

ESTUDIO DE LAS ECUACIONES HOMOGENEAS. 

Examinemos ahora el caso particular en que la ecuación diferencial lineal (1) 
del n% precedente tenga sus coeficiente s constantes (en vez de ser fun- 
ciones de x). Escribiremos la ecuación del siguiente modo 

yO + a, yA-D) +agy02) 4... +99-1y' +2, y =£%) (1) 
con 2], Ag,»+»» 2-1) An constantes reales o complejas y f(x) función conti- 
nua dada (real o compleja). 

Según la teoría general desarrollada precedentemente, debemos estudiar prime- 
ramente la ecuación homogénea correspondiente a la (1), es decir 


yO +ayeDr ay a ¡y + ap =0 (2) 


y buscar n integrales linealmente independientes de ésta. Con ese objeto anali- 
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ax 


cemos si la (2) admite integrales del tipo y=e , “on a constante a deter 


minarse oportunamente. Sustituyendo en la (2) se obtiene 


Al atajar +ajana+ +. FAp-] 0+a))=0 


y de ahí que la (2) admitirá la integral e%%X si y sólo si a es raíz de la si- 
guiente ecuación algebraica de grado n: 
a+ a, ani 0d +27 a+a, =0 (3) 


que será denominada la ecuación característica relativa a la ecuación 


homogénea (2) . 


Supongamos primeramente que la ecuación característica 
(3) tenga sus raíces todas distintas y designémoslas con ar» 
Agr»... +, %p. Entonces la (2) tiene las n integrales e a1x ¿16 ax ¿islote 

qx 
¿An , Cuyo wronskiano vale 
A 1 1 « Y 
ax apx sl 
eje _ ae e E ES 1 n 
-] -] Mpx =] 
pl a añ n an 


que será siempre distinto de cero, ya que el último determinante es el de Vander- 


monde relativo a los n números distintos 4, A 


Entonces tales integrales forman un sistema fundamental y de ahí que la integral 


general de la (2) esté dada por 


a a 
NS +oj0o Y, (4) 


y0)= 0,0 


Con Cj, Car...» C) Constantes arbitrarias (reales o complejas) . 


n 
Por ejemplo, la ecuación y" -y"-2y!=0 tiene la ecuación característica 


a? 


- a2-2a=0 con las raíces a,=0, a2=-1, 43=2; suintegral gene 
g 
- x= 2x 
ral es, entonces, y(x) =c] +c3e % + cge E 


Supongamos ahora que la ecuación característica (3) tenga 
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raíces múltiples, Sean a,, Gor-»-» IG (con r< n) las raíces dis- 


tintas; A las multiplicidades respectivas (con py + py + 
«.. + H,=n ). Consideremos una de estas raíces, indicándola simplemente con 


a y llamando psu multiplicidad, hagamos ver que, además de la integral 


ax 


e , la (2) admite también estas otras H-1 integrales: xe 9 AX, 


xP lgax | es decir que, en total, admitirá, con origen en dicha raíz a, 


las p integrales: 


yjp9=e E, yate, yg de, yx O 


Pensando por un Momento que a  nosea un número determinado, sino una va= 
riable, sustituyamos cada una de estas funciones (5) en el lugar de la y, 
en el primer miembro de (2) ; obtenemos así las siguientes p funciones de 
x yde a: 


gn 


Pot a) te e taent, 


an-1 a 
de ES 


ax 


n-1 
a El 9% De e a xe , 
Xx 'n 


n-1 
Op 10%, 0) = a td me dir 


Lubre +2, x Hol gax 


n-14x 
donde, teniendo en cuenta la invertibilidad del orden de las derivaciones, se tendrá 
o - 2% $ 12% e DELAS (6) 
=> e aa Pr HAS ot aer . 
Observemos por otra parte que, sustituyendo e“%X enel lugarde y enel pri- 
mer miembro de (2) se tendrá, como ya fue observado con anterioridad, e**X(x” + 
+a0n +... +2,), Osea, e 9%XF(g), sicon F(a) indicamos el primer 


miembro de la ecuación característica (3) . Se tendrá, entonces, 
9, a) =e 9% F(g) 


y de aquí, por las (6) y por la regla de Leibnitz sobre las derivadas sucesivas de 
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un producto (ver Cap. VII, n% 9): 
d,(x,a)=e X[xF(a)+F*(a) ] 
% (0) =e MxlF(a) + 2xF!(a)+F"(0) ] 
he a)=e2*[xHlp(g) Pe Lea) +...+ a JB a). 
Imaginemos ahora que el lugar de a sea ocupado por la raíz antes considera= 
da de la ecuación F(a)=0 ; como tal raíz tiene multiplicidad p , resultará 


F(a)=F'(9)=F"(4)=...= FD a) =0 (ver Cap. XVI, n% 7, teor. II) te 


niéndose, por lo tanto, Pp(x, a)= $,(%,a)= Pa(x,a)=...= o or =D a 
lo que prueba que efectivamente las funciones (5) anulan el primer miembro de 


las (2) , o sea que son integrales de dicha ecuación. 


Considerando entonces las integrales del tipo (5) en correspondencia a cada una 


de las raíces Aj» Agro+.» Gp recién mencionadas, vemos que nuestra ecua- 


ción (2) tendrá por integrales a 


a a AS a 
¿21 xe 1x2 A ]1x 


, , 


A (dl a mM 
X  xle A e 2 


a ñ xo” 
e eN $8 ax , PS E ad «Pr ¿ix É 
que, «total, son py + B2+ c.«+pPp=n. 
Demostr«mos ahora que : 
I-Las n integrales (7) de la ecuación diferencial (2) for 


man un sistema fundamental, con lo que la integral general 


de la (2) está expresada por la fórmula 


MA Ye 
yO) = (09 +0 HO O, py 1 ye Ey 
«1 yx 
+ (099 + CA 4 O9gx A +02, py 121 ye 2 
(8) 
Besa o y o + 
«1 apX 
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* 
son constantes arbitrarias), 


Dem. El cálculo del wronskiano de las integrales (7) no es simple y entonces 
para probar que forman un sistema fundamental, aprovecharemos el tcor, VI del 
n9 11 , haciendo ver que son linealmente independientes. 

Supongamos primeramente r=1 ,.es decir, que la ecuación característica ten 


ga una sola raíz a 1 “on multiplicidad n . En este caso se tendrían las n in- 


1x ax n-1¿%1x 


a 
tegrales e ¿Xe y e , Que, en caso de no ser linealmente in 


dependientes, admitirían la existencia de n constantes Cy, C]r+.««+Cp-p » No 


TES 


todas nulas, de modo de lograr que (Cy +C¡X+... +09. sen 


idénticamente nulo, Esto es, sin más, absurdo pues el principio de identidad de 
los polinomios nos dice que, para lograrlo, deben necesariamente ser eye, = 
E RA 

Supongamos ahora r > 2 y continuemos razonando por el absurdo, suponiendo 
que exista una combinación lineal con coeficientes constantes no todos nulos 
de las integrales (7) , que resulte idénticamente nula, Tal combinación será del 
* 


tipo P,(x)e PO Po(x)e + o... + Pp(x) e PX, donde Py(x), Pa(x),. 


PL) indican polinomios en x , entre los que al menos uno, no es idénticamen- 


te nulo, 
Se tratará, entonces, de probar que dadas las r 32  exponenciales en ó 
ax arx LaS 

e pasa ¡0 (con 4], Ay7,...., Gp números distintos), es absurdo supo 


ner que puedan existir polinomios P,(x), Pax) v.==, Py(x) , notodos idéntica- 


mente nulos, de modo que valga la identidad 


AN E 


(*) Nótese que la (8) comprende, como caso particular, a la (4) , obtenida cuando la ecua= 
ción característica tiene todas sus raíces distintas (es decir, en el caso r=n ,p1= por... 
.««=fr=1) . Poresoes que la (8) es la fórmula que da, para todos los casos, la integral 
general de la (2) 
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Evidentemente, si vale esta identidad con una determinada elección de los poli- 
nomios PX), Pak), ..., Pp), valdrán infinitas otras con polinomios distin- 
tos de los precedentes, e 
Consideremos todas las identidades posibles del tipo (9) y busquemos, entre e 
llas, aquellas en que intervienen el número mínimo de polino — 
ios no idénticamente nulos. Indiquemos con s tal número mínimo 
(observando que es seguramente Ss > 2) y, entre todas las identidades del tipo 
+ (9) que contienen precisamente s polinomios no idénticamente nulos, elijamos 
una, Para fijar las ideas, supongamos que la elegida sea 


aX aX ax 
P)e? +Pz(x)e AS AE k 


aX 
De ésta se deduce esta otra (dividiendo por e a ME 


(a9-ay)x (ag -a7)x 
Py (x) + Pa (x) e en +... +Pg(X)e al 


0 (10) 
É y, llamando p al grado de P,(x) , subsistirá también la que se deduce deri - 
vando la (10) p+l veces, Puesto que la derivada de orden p+1 de PL (x) va 


le cero, se obtiene una identidad del tipo 
lay” ay)X OS 
Quo) e ho. +Q)e * = 


donde Q as Qg%) son polinomios no idénticamente nulos, e Multiplican 


91% se deduce que debería ser también 
Xx aX 
Qy09 0? Fis POE =0 h 


do ahora por e 


(*) Se puede, por ejemplo, multiplicar ambos miembros de la (9) por un mismo polinomio 
Q(x)% 0 ;o también derivar una o varias veces la (9) , ya que la derivada de un producto 
del tipo P(x)e% , vale [Pr(x)+ aP(x)] * , que es siempre del tipo polinomio por 
una exponencial; etc. etc. 


(**) Téngase presente que los números AYTO ys , A¿ - 4,  sontodos distintos de ce- 


ro, y que una función gel tipo P(x)e %% ,con a=0 ,y P(x)=0 , tiene las deriva- 
2 

das sucesivas [Pt (x) +aP(x)] e% , [Pr(x)+2Pr(x)+ 0 P(9]e% ,..... Re- 

sulta claro, siendg a 0 , que los polinomios entre [ ] son idénticamente 

nulos 
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lo que es absurdo, ya que ésta es una identidad del tipo (9) en la que inter - 
vienen menos de s polinomios no idénticamente nulos. quéda 
así demostrado lo deseado. 

Por ejemplo, según el teorema recién demostrado, la ecuación diferencial y, 
mm 


"” 1 4 3 
+4y +5y +4y +4y=0 , que tiene la ecuación característica a +4a+ 


2 
+5a +4a+4=0 conlas raíces a, =-2 (doble) , a (simple) a 


1 


ay” -i (simple) , tiene la integral general y = (c¡ +C2X) E + 03 a + 


-ix 
+e e . 


El teor, 1 resuelve entonces completamente el problema de integrar la ecua— 
ción diferencial lineal homogénea (2) con coeficientes constantes. Hay que obser- 
var, sin embargo, que aunque los coeficientes de la ecuación dada sean reales 
(como en el ejemplo previo) puede muy bien suceder que la integral general resul- 
te una combinación lineal de integrales complejas ;esto sucede cuando la e- 
cuación característica (3) tiene raíces complejas. Pero, cuando la (2) tie- 
ne sus coeficientes reales, es posible modificar la forma de 
su integral general y hacerla aparecer como una combinación 
de integrales reales. En efecto; como por hipótesis, la ecuación caracterís 
tica tiene los coeficientes reales, en caso de admitir una raíz compleja fB +i7 
con multiplicidad Y , admitirá también la raíz PB -i Y , conjugada de la pre 
dedente, con la misma multiplicidad y (véase Cap. XVIII, n? 7, teor. VII). Si 
gue que en el grupo de las n integrales (7) figuran las siguientes 2Y inte- 
grales 

¡E ¿BHD EL a 0,1,2,. 000,91) EN) 
de donde, en la integral general (8) , aparecerán, junto a los restantes, los si- 


guientes términos: 


XNIX:=18 412 
y-1 3 4 8 
E Ar pS e BtY)x E EN eS e(BAMx, (12) 
k=0 


con Ax, Bp  , constantes arbitrarias, Ahora bien; si junto a las Ax,Bk , in-= 
troducimos otras dos constantes Cy, Dj definidas así: Ch =Ap+Bk , Di= 
=i(Aj -B.) ,es evidente que las que podrían darse arbitrariamente son Ch, 


Ck - iDy Ck +iDy 
Dk  , resultando como consecuencia Aj = A Bk == .En 
este caso la (12) se escribiría, teniendo en cuenta las fórmulas de Euler ( ver 


Cap. XI, n% 8): 


y-1 i 

iD, E +0D 
) [ A: SBX (cosY x+i senY xs LK BX (cos Y x-i sen 1] = 
k=0 


9d y Se 

cos ya sen Y) % 

k=0 

de modo que en la expresión de la integral general (8) , en lugar de una combi - 
nación lineal de las integrales complejas (11) , interviene una combinación aná- 


loga de las integrales reales 


xk Pos de ES xk eBx senYx , (k=0,1,2 " 
Concluimos, entonces: 
OU -Si la ecuación diferencial lineal y homogénea (2) tiene 
sus coeficientes constantes y reales, su integral general 


puede expresarse como combinación lineal, con coeficientes 
constantes arbitrarios, de integrales reales del tipo 


19) PX x 2% ,,, xHleX en correspondencia a cada raíz re 


al a de multiplicidad p de la ecuación característica (3) 


A IX x 
28% cos Yx , xo cosYx,.. cos yx; e sentx, xsentx, 


x*le senYx, en correspondencia a cada par de raíces 


complejas conjugadas PB Ziy de multiplicidad Y de la 
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misma ecuación (3). 


Por ejemplo, la ecuación y'+2y"+y!=0 tiene la ecuación característica 


adiízadya- 


, con las raíces 4,=0 (simple), %,=i (doble) ,% g=-i 


2 


(doble). Aa , le corresponde la integral 1 ,alpar a 2» %g las cuatro in 
tegrales cos x,xXcosx,senx ,x sen xXx . La integral general es, por lo tanto, 


y=C1 + (C9g+ CgxX)cos x+(C¿4+C5Xx) senx . 
14 ECUACIONES LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES; 
ESTUDIO DE LAS ECUACIONES NO HOMOGENEAS. 
Retomemos el examen de la ecuación no homogénea 
ya +a, yan - aye» Hoc. +2) Y +2 y= f(x). (1) 
Puesto que, según los teor. 1, II del n” precedente, estamos en condiciones de 
determinar n integrales linealmente independientes YI), Ya), ..., Y (x) de 
la correspondiente ecuación homogénea 
yOra y raya y rayo, 2 
podemos llegar a determinar fácilmente la integral general de la (1), aplicando 
uno de los dos métodos del n% 12 , Aquí resulta muy simple la aplicación del segun 
do (el de Cauchy) , porque en el cálculo del núcleo resolvente K(x,8) se puede 


introducir una importante simplificación. Recordemos que K(x,£) coincide con 


la integral Y(x) de la ecuación homogénea (2) que verifica las condiciones ini- 


ciales 
Y(E)=0 , YUE)=0 , YUE)=0 0... YO) <= 0, PA 
Si en la (2) cambiamos la variable x por una nueva variable t , poniendo 
E 2 2 
x=t+É  , dado que resulta dy. dy A +. aaa » +.... y que los coeficien 
dx dt” dx2 dt = 
tes de la (2) son constantes, la (1) se transforma en la 
qn ny ¡ny 
E 4) 
din dn-1. % gin-2 


teniendo en cuenta que a x= le corresponde el valor t=0 , la citada inte- 
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gral Y(x) dela (2) que verifica la (3) se transforma en la integral Z(t) de 
la (4) que verifica las 

Z(0)=0 , ZU0)=0 , Z"(0)=0...., ZM-20)=0 , ZM-1)(0)=1 

Pero la (4) , salvo el nombre de la variable,coincide con la (1) y entonces, se 


gún la (13) del n% 12,se tendrá: 


y1(0) y2(0) AO) 
y',(0) Yer... y. 0) 

a MERA O ais 
(1-20) 02 o) dd ya 20) 
y, (0) Yaco... .. yal) 


Volvamos ahora a la variable x ; puesto que t=x-E ,yla Z(t) se trans 
forma en Y(x) , se tendrá Y(x)=Z(x-E) , por lo que se concluye que el nú- 


eleo resolvente K(x,E )= Y(x) está dado por la fórmula 


y1(0) Ya) ..o.o.o o... Yn (0) 
y, (0) Yell eoccoomm.. yn (0) 
K(x,E)= a diri 
w(0) 
-: - 2 
AO AO 0-2 o) 


y¡(x-E) y2a6-5) ....... yp(x-E) 
Se tiene, entonces, la siguiente regla: 
1- Para la ecuación lineal (1) con coeficientes constantes, el 
núcleo resolvente se obtiene dividiendo por el wronskiano de 
las n ¡integrales y, Ya) r..., Ip), de la ecuación homo- 
génea correspondiente (2) calculado en el punto cero, el 
determinante obtenido sustituyendo la última fila de dicho 
wronskiano por las funciones y, -E) a y2(x-E) a Y -E) z 


Demos dos ejemplos. Sea la ecuación 
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+ y =t(%) (5) 
La ecuación homogénea correspondiente tiene la ecuación característica 
a?+1=0 , con raíces i,-i yentonces las integrales Y¡=C“08X , y2= 
= sen x son linealmente independientes. El núcleo resolvente está dado por 
y,(0) ya (0) 1 o 
y¡A-E) y2-E [cos (x-E) — sen(x-5)| 
K(x,5) = == sen (x-5) 
y,(0) y2(0) 1 0 
y,0) y 0) o 1 
y la integral general de la (5) es 
y = Cy cos x + cy sen x £ sen (x-E) £(E) dE 
Sea la ecuación 
y" - 3y" +4y! -2y=1(x) . (6) 


3 


La ecuación homogénea correspondiente tiene la ecuación característica a Y - 


-302+4a-2=0- conlas raíces 1,1+i,1-i 


5 E , Admitiendo entonces las in 


tegrales E 


5 d Ya =e* cos x , Yg= eX sen x , El núcleo resolvente está dado 


por 
y,(0) y2(0) y3(0) y1(0) y2(0) y3(0) 
K(x,8) = | y (0) y'2(0) y'3(0) ñ yO. yy yy0|= 
y¡(6-E) — ya(x=E) ygtx-E)| [y 0 y5(0 y) 


1 1 0 1 di 0 
= 1 1 1 da A 
e eheos (x-5) ES en (x-E) AI 


= =El1 -cos (x-E) 1 


siendo la integral general de la (6), la siguiente: 


x 
= (C + C¿cos x +C¿senx) ex +4, eX-E[ 1 - cos (x-E)] £(€) dE 
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La regla recién dada vale en general. No debe olvidarse, sin embargo, que el 
cálculo del núcleo resolvente tiene el único objeto de proporcionar, mediante la fór 
mula S eE ) £(E) dE —, una integral particular de la ecuación no homogénea 

x 
dada, Puede entonces, que en algunos casos en que se logre con algún simple ar- 
tificio obtener con facilidad una integral particular, resulte inútil el cálculo del 
núcleo resolvente., 

Supongamos, por ejemplo, que el segundo miembro f(x) de la (1) sea un poli- 
nomio AQ + A, xP=1 Hobfe. H Apr + Ap , de cierto grado p>0 . En este 
caso es fácil encontrar una integral particular, bajo forma de polinomio de un gra- 
do oportuno q >p . En efecto; si en el primer miembro a, y + Ap-] y'+4, -2y"+ 
ea + ya) de la (1) se pone, en lugar de la y , un polinomio Aga + 
A xUl y ALAN Eat Mg , Con coeficientes indeterminados, dicho primer 
miembro toma la forma 

EN Axl % A + dyx 0? +...)+9-1 [9Ayxl + (q-1) Mr, l*++... 

Es necesario, entonces, elegir el grado q y los coeficientes Mo A A, np 
de modo que esta expresión sea idéntica a Ax? HE A,xP=1 + ae e el: 
an 70 , esto se logra sin duda eligiendo q=p y calculando sucesivamente Mo ; 
A A de las ecuaciones ay A¿= Ag, 2pA]+ 29, ¡PA9= A], An Az + 


1 Agro... 


+ an-1 (P-1) Ar + an -2 P(p -1) Mo = Az . ete. 


Si a,=0 , ap %+0 ,seelegirá q=p+1 , calculando luego Ag, Mis 


de las ap-¡(p+1)A9=Ap, Ay-1PA, +2, 2(P+1)PAJ=A],- 


Si a¿=ap-¡=0 se deberá elegir q=p+2 , deduciendo los valores de Mo a 
Aj, Moro... delas ap-3(p+2(p+1) Ay=Ag , ete. 
Y así sucesivamente. 


Supongamos ahora, generalizando un poco más, que el segundo miembro 


f(x) sea el producto de un polinomio por una función exponen 
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cial, es decir, sea del tipo (Ay xP + AQRDA ho. + Ap) eB* con p>0, 
B%X0 . En ese caso'es fácil encontrar una integral particular bajo la formá de pro 
ducto de un polinomio de grado oportuno q >p yde la exponencial aPX- En 
efecto; si en el primer miembro de la (1) , an lugar de y , se pone (Ay + 
Ay xn to... + Age BX |, se obtiene, teniendo en cuenta todo lo dicho en el no 
precedente con relación al cálculo de las expresiones % E o A % yates is y de: 
signando, como ahora, con F(a) al primer miembro de la ecuación caracterís- 
“tica de la (2): 
rr (pr (Gpo +10 bs 
+21 (Dr). ebx y 
+Na[ BB) 
Es necesario establecer, eritonces, si es posible elegir el grado a y los coe- 


ficientes. A A Ao ,+... de modo que esta última expresión sea idéntica 


90 es 
a (ApyxP + Ay xP=l 2 +A) op: 


Si F(B)X%0 ,esdecir, si f noes raíz de la ecuación característica, eso 


es posible asumiendo q=p y determinando Ay G Aj, s Agre.. de las 


MOF(B)= Ag, AL F(B)+ AQ(P)EUB)=AJ , AS E(B) + 2 (P7) FUBr+ 


+ OBJE(B)=Ag ro00oo.. 

Si F(B)=0 , FYB)X0 , esdecir, si fB es raíz simple de la ecuación ca- 
racterística, se deberá entonces asumir q=p+1 yobtener Ag, Aj, Agr... 

1 1 OS 

de las A )ruB) =Ap> AFB) En CE )F"B)= Aye. 

Si F(B)=F'(P)=0,F"(p)A0, esdecir, si $ es raíz doble de la ecuación ca 
racterística, debera adoptarse q=p+2 y obtener Ao 3 A, 7 A) > es BAS 

p+2 > 

AJENO TA 


Y así sucesivamente. 


Otra observación útil es la siguiente. Indicando brevementecon Gly | alprimer 
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miembro de la (1), supongamos conocer integrales particulares de cada una de 
las ecuaciones Gly]= 1), Glyv]=£3),..., Gly]=fp() , como podrían ser, 
respectivamente, NX), 93) ,..., Ml) + 

Se ve inmediatamente que n pe) + Mak) +2... + MX) es una integral par- 
ticular de la G[y] =1,(X) +£2(X) +... +f(X) - 

Como aplicación consideremos el caso en que la (1) tiene el segundo miembro 
formado por el producto de un polinomio de grado p 20 por una expresión del ti 
po e Ba cos Y x+bsen Y x) . Expresando las funciones circulares a través de 
exponenciales imaginarias, dicho segundo miembro se transforma en la suma de 


dos expresiones del tipo Poy el B+1y)x p Qu) e (P 0198 


, donde P(x) , Q(x) 
representan polinomios. 

Se busca, entonces, determinar dos integrales particulares del tipo precedente, 
Tras esto es fácil concluir que existe una integral particular que es el producto de 
un polinomio de grado oportuno q 3p por una función del tipo eBX(pcos Y x + 


+yY sen Y x) con H.. Y coeficientes que, como los del polinomio, deben deter- 


minarse oportunamente, 


15 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE EULER. 


Son así denominadas las del tipo 


a a: as -2 
yt 4 1,0 10 3,0 2) 
£ E 


(1) 


de la que es fácil encontrar un sistema fundamental de integrales pues, cambiando 
la variable x enla t=logx , la (1) se transforma en una ecuación lineal ho 
mogénea con coeficientes constantes, En efecto; refiriéndonos, para fijar las ideas 


a una ecuación de 3%" orden, 


ym o (8) 
x 


se tiene 


de modo que la (3) se transforma en la 


3, 2, 
dy d“y dy 
Ly -3 á 2 Y v=0 4 
28 + (a, dado a, +2 di id , (4) 


que tiene sus coeficientes constantes, con ecuación característica igual a 


ad+ (a, -3)02+ (a, -2,+2)a+a3=0 . (5) 


A cada raíz simple a de ésta, corresponde la integral eat do la (4) Y, 


alogx_,a 


por ende, la integral e x de la (3); a una raíz doble %  correspon- 


den las dos integrales eat 2 teat de la (4), es decir, las dos integrales 


pa e logx dela (3);etc. 


Téngase presente, que con referencia a una necesidad práctica, se puede llegar 
ala (5) sin realizar el cambio de variable indicado, ya que se llega a la misma 
buscando integrales del tipo x % dela (3). En efecto; si en ésta se pone y=xY%, 


se obtiene 
á 2,2 1,4 
a (a-i)a-2x 4 La (a-19x 024 2 ax 01, 389 0 
x x2 xo 


y entonces, suprimiendo el factor x ¡2 2 


a(a-1)( a-2+a,a (a -1)+2,a +23 
que coincide con la (5) como es fácil verificar. 
El razonamiento vale para cualquier valor de n , por lo que se concluye 
Il - Dada la ecuación diferencial lineal homogénea de Euler 


(2) , y considerada la ecuación característica a (a-1)(a -2)... 


(a -n+1)+a, a(a-1)....(9-n+2)+....+2p30 (9-1)1099+a,= 0, 


con las raíces a a, de multiplicidad p,, Hor... 


1 Ut r 


Pr >» dicha ecuación (2) admitirá las siguientes n integra 
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les linealmente independientes: 


xk, xx Krogx , xx Koga)?,....,x Koga pk, (=1,2,..,1). 


Resulta así conocida la integral general de la (2) . Tras esto, para integrar la 
ecuación no homogénea (1) , valen las reglas generales dadas en el n% 12, Estas 
reglas podrían simplificarse de modo análogo al que hemos visto en el n% 14; pero 
por brevedad, no nos detendremos en tal problema. 
16-NOCIONES SOBRE LA INTEGRACION POR SERIE DE LAS 

ECUACIONES DIFERENCIALES. 

Junto al método de Cauchy-Lipschitz expuesto en el n% 5 para el cálculo de las 
soluciones de un determinado problema de valores iniciales, debe tenerse presente 
otro método con el cual, bajo oportunas hipótesis, se llega a expresar por medio 
de una serie la integral de una ecuación diferencial o de un sistema de ecuacio 
nes diferenciales (de forma normal) que verifica condiciones iniciales prefijadas. 

Por simplicidad nos referiremos a una ecuación de 1% orden de forma normal; 
el lector se convencerá que el procedimiento puede inmediatamente extenderse a 
los otros casos. 


Sea dada la ecuación 


(1) 
para ser integrada con la condición inicial 
yA) = Y. - (2) 
Supongamos que en un cierto campo A del plano xy la f sea continua y ad 
mita derivadas parciales de cualquier orden, también continuas. Es entonces eviden 
te que toda integral y(x) admitirá también derivadas de cualquier orden, cuyas 
expresiones se obtienen de la (1) por sucesivas derivaciones (mediante la aplica- 
lbn de la regla de derivación de funciones compuestas) ; se encuentra,  precisa- 


mente: 
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y" = £(X,y) + L, 5,3) yo, 
Y" = Log (2,9) + 2L yb, y) y! + Ey 9) 912 +4yx,9) y" > 


Para la integral que verifica la (2) debe entonces ser: 
y'(Xp) =P con p,=f(Xp, Yo) 
y"(kp)=Pg con P2=fifkp, Yo) ++ Y)P > 
yy) =Pg com Pg (ko, Yg) + 2Lyy (o, Ip) Py + yy ko > Yo) A + 


+£y(tg, Yo) > 


Es así posible calcular los valores Pj» Pa» Pgr--- que las sucesivas deriva- 
das de la integral buscada asumen en el punto Xo + Realizado tal cálculo, surge 
naturalmente la posibilidad de expresar tal integral y(x) por medio de la serie 


de Taylor de punto inicial x, , escribiéndose : 


0 


P. 
yO0= y + tr te e (5) 


Es necesario, sin embargo, estudiar la convergencia o no de la serie escrita, A 
propósito de esto, existe una teoría general (debida a Cauchy) que aquí no podemos 
exponer; nos limitaremos a decir que, si la f(x,y) tiene también sentido para va 
lores complejos de las variables x , y ,yresulta función holomor- 
fa de cada una de ellas, se puede demostrar que la (3) representa efec 
tivamente la integral buscada, en un oportuno entorno del punto xo - 
De todos modos, aún sin tener en cuenta este resultado general, se podrá caso por 
caso estudiar la serie obtenida y verificar si, en el campo de convergencia, repre 
senta una función que satisface la (1). 


Es de observar que, fijando Xy Y dejando indeterminado Yo » Se puede 
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por este camino llegar a la integral general de la (1) /cfr. n% 77 . También 
debe tenerse presente que, en la práctica, puede ser suficiente calcular en el 
punto xq cierto número n de derivadas e interrumpir la serie (3) en el 


término de grado n si el polinomio así obtenido proporciona ya una buena 


aproximación de la integral buscada. 
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CAPITULO XXX 


Nociones sobre las ecuaciones diferenciales 


en derivadas parciales 


1-GENERALIDADES. 
Se llama ecuación diferencial en derivadas parciales de orden n a una ecua- 
ción en la que figure como incógnita una función u=u(xj, Xoro.=., Xp) de dos o 


más variables y que establezca un vínculo entre las variables Kio Xgoo ++, Xp E 


2 
A + du gu 
la función u y las derivadas parciales primeras a segundas ESE 


(con k, +k2+... +k,=0) , de di- 


n 
+..., €nésimas 9%u - 
Kp 


k, 
A 
cha función u , Cualquiera de las derivadas recién mencionadas puede no inter= 
venir efectivamente en la ecuación dada; pero debe necesariamente figurar explíci 
d r+n-1 , 
citamente al menos una de las a ) derivadas parciales de orden n si se 
quiere que la ecuación sea precisamente de orden n y no de un orden más bajo, 
Por simplicidad nos limitaremos a suponer r=2 , indicando con x,y las 
variables independientes; por lo tanto, una ecuación diferencial en derivadas parcia 
les de primer orden será del tipo 
du du he 
a O 
una ecuación de segundo orden tendrá la forma 
Ju du 0% 2u A 
EY Sd a 0; 
y así sucesivamente. 


Las variables x , y , como la función incógnita u , serán supuestas reales, 


Se hablará, como en el Cap. precedente, de soluciones o integrales de la ecuación; 
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pero la locución "curva integral" deberá obviamente ser sustituida por la de ''su- 


perficie integral", 


Deseamos primeramente poner en claro una diferencia esencial respecto de las 
ecuaciones diferenciales ordinarias. Mientras para éstas la totalidad de las integra 
les dependía de constantes arbitrarias, para las ecuaciones en derivadas parciales 
tal totalidad viene a depender de funciones arbitrarias, No podemos aquí profundi- 
zar esta circunstancia y nos limitaremos a constatarla sobre algunos ejemplos. 


Ejemplo 1%) Consideremos la ecuación de primer orden 


2 10,y) 0) 
donde f(x,y) es una función dada, continua en un intervalo R ELY , 


b< y< b') del plano xy . Evidentemente, de la (1) , con una integración in- 
definida respecto de x , se obtiene, para todo punto (x,y) de R : 
u(x, y) = [ro ds+ce , 
donde ec denota una cantidad constante, es decir, independiente de x  , pero 
que puede depender de la otra variable y . Se puede entonces, poner c=P(y), 
donde P (y) denota una función del todo arbitraria, de la variable y , definida 
en el intervalo (b,b'] . Entonces, cada integral de la (1) es necesariamente del 
tipo 
de 
u(x, y) = [ f(s,y) ds +), (1) 
y viceversa, se verifica inmediatamente que, cualquiera sea la P (y) , esta fun- 
ción es solución de (1) . La (1') proporciona, entonces, todas las integrales de 
la (1) que resultan así dependientes de la función arbitraria P (y) L que se elegi 
rá continua si nos limitamos a determinar las integrales de la (1) continuas en RÍ 


Ejemplo 2% Consideremos la ecuación de 2% orden 


2 
ETA = f(x,y) (2) 
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valiendo para f(x,y) las mismas hipótesis del ejemplo anterior, y propongámo- 
nos la búsqueda de todas las integrales u(x,y) , continuas junto con sus deriva- 
das parciales primerasen R . Dela (2) sigue, razonando primeramente co- 

x 
moen (1!) , Q  [ £(s, y) ds + (p(y), donde P(y) es una función arbitraria 
de la única variable y ,continuaen [ b,b* ] . Se obtiene sucesivamente 
u(x, y) = € [too ds + [eo dt+ a(x) , donde  a(x) es una arbitraria 
función solamente de la variable x  , con la única exigencia que sea  derivable , 
con derivada continua en [a 2 ] . Si se pone feo dt= B (y) , obviamente 
Bo) es una función de la variable y , derivable con derivada continua en 
[b,br] . Entonces, cada integral u(x,y) de la (1) , que verifique las hipótesis 
antedichas, es necesariamente del tipo 
Xx 
u(x, y) = [ dt [10.0 ds + a()+ gm, (21) 
y, Viceversa, es inmediato verificar que, cualesquiera sean las a), 0 
(mientras sean derivables con derivadas continuas), la u(x,y) proporcionada por 
la (2') satisface la (2) y las condiciones cualitativas exigidas. La (2') propor - 
ciona entonces todas las integrales de la (2) , las que dependen de dos funciones 
arbitrarias, 


Ejemplo 39 Consideremos la ecuación de primer orden 


de +1, y Bu =0 e) 
con f(x,y) función dada, continua en R junto con su derivada parcial - A 


Para cada integral de la (3) u(x,y) , continua junto con sus derivadas parcia- 
les primeras en R , consideremos sus líneas de nivel u(x,y)=c . A lo largo 
de una tal línea, la variable y resulta definida implícitamente como función de 


x ,yse tiene YY -- , Osea /porla (3)_7 


) 
uy (x, y) 


dy - 
e Tx,y) . (4) 


Hemos encontrado que las citadas líneas de nivel son curvas integrales de la e- 
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cuación diferencial ordinaria (4) . Representando la integral general. de ésta con 
una ecuación del tipo P (x,y) = e (con cy constante arbitraria), podemos de- 
cir que a lo largo de cada línea sobre la que P (x,y) asume cierto valor a.» 
nuestra integral u(x,y) asume un bien determinado c  , dependiente de la líne- 
a considerada, o sea de a - Es decir, existe una función c=F(c¡) que per- 
mite pasar de los valores e de la “P (x,y) alos valores c dela u(x,y) y 
entonces se tiene necesariamente 

u(x,y)=F [ptx,y)] . E) 

Cada integral u(x,y) dela (3) es, entonces, del tipo (3') . 


Viceversa, es fácil verificar que toda función (3') con F función arbitraria 


con tal que sea derivable, satisface la (3) . En efecto; de (3!) sigue = = 
=P! 12 Lerp Exa du 
Fr! [P(x,y)). ax * dy F* [(x, y) 1. y teniéndose entonces E + 
De qe ; = 
+1(x, y) ye [Pp 17 +10, y) qe, ; pero, siendo <P (x,y) = cy una 


curva integral de la (4) , resulta - sy = f(x, y) , y entonces queda verificada la 
(a). 

Concluyendo; la totalidad de las integrales de la (3) está representada por la 
(31) ,con F función (derivable) arbitraria. 


La integración de la (3) depende de la de la ecuación diferencial ordinaria (4) 


Por ejemplo, considerada la ecuación 2x q +y e =0 ,la (4) se escribe 
2 
ET on HL 
a que tiene la integral general ON por lo tanto, u(x, y) = F( e 
Ejemplo 4%) Dada la ecuación de primer orden 
du du. 
E (5) 


con a constante, el razonamiento hecho en el Cap. XVI, n? 8 prueba que todas 
las funciones u(x,y) que verifican la (5) son las funciones homogéneas de grado 


a, osea del tipo u(x,y) =x" et , con <P función arbitraria (derivable). 
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El problema de determinar todas las integrales de una ecuación en deriva- 
das parciales presenta, en general, dificultades insuperables; pero no es éste el 
problema que habitualmente se encuentra en las aplicaciones, Como ya se observó 
en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, el problema más interesante es 
el de buscar una integral particular que satisfaga ciertas condiciones  determina- 
das. Estas pueden ser de naturaleza muy distinta, naciendo así innumerables pro- 
blemas cuyo estudio constituye uno de los capítulos más amplios y más difíciles del 
Análisis Matemático. En los números sucesivos trataremos de dar una idea de al- 
gunos de estos problemas para algunas ecuaciones típicas, de gran importancia en 


la Física Matemática. 


2-EL PROBLEMA DE CAUCHY. 

Este problema es el análogo del que, con el mismo nombre, ya hemos estudiado 
en el caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias. 

Nos limitaremos a enunciarlo para ecuaciones de 1% y 20 orden. 


Sea la ecuación de 19% orden 


Qu MU) 0 ; 
fx,y,u, a” ay) 0; (1) 


para ésta el problema de Cauchy consiste en buscar una integral u(x,y) que en 
los puntos de una curva regular asignada Y del plano xy asuma valores prefi- 
jados. 

Representando Y con ecuaciones paramétricas del tipo x= (t),y=B(t) , 
a<t<b , los valores prefijados de u(x,y) sobre Y serán dados en función 
de t , de modo que podemos decir que se busca una integral u(x,y) de la (1) 
que verifique la condición inicial 

u la(t), p(0]=P() , Paraa<t <b , (2) 


donde <P (t) es una función dada arbitrariamente en [a,b] . Como se observa 
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se trata de la extensión más natural del problema de determinar una ecuación dife - 
rencial ordinaria de 1% orden f(x,y,y!) = 0” que verifique la condición inicial 
Y (Xp) = Yo- 

Geométricamente el problema (1), (2) equivale a buscar una superficie integral 
u=u(x,y) de la (1) que pase por la curva x= a(t), y= B(t), u= P(t) deleg 
pacio Xyu. 

Sobre este problema existe una teoría completa (debida a Cauchy y Lagrange) que 
lo traslada al de la resolución de un determinado sistema de ecuaciones diferencia 
les ordinarias. 

No expondremos tal teoría; nos limitaremos a hacer notar, sobre un ejemplo, 
que existen curvas particulares Y para las que el problema de Cauchy o es impo- 
sible o es indeterminado. 

Examinemos nuevamente el ejemplo 3% del nO precedente y supongamos que la 
curva Y coincida con una de las líneas P (x,y) = €, allí mencionadas. Como 
sobre tales curvas Y toda integral u(x,y) dela (3) es constante, es evidente 
que si los valores asignados sobre Y no son constantes, el problema de Cauchy 
no podrá tener solución, Si en cambio se requiere que sobre Y resulte u(x,y) =c, 
se tienen infinitas soluciones: todas las proporcionadas por la (3') del n preceden 
te con la función F elegida de modo que resulte c= F(c1) . 

Estas líneas excepcionales existen siempre, para toda ecuación del tipo (1) , y 
toman el nombre de líneas características. Precisamente sobre su consideración 


es que se apoya la teoría general a que hicimos referencial"? A 


(*) En realidad el nombre de línea característica se da a las curvas x= a(t, y=B (0 

u= P() del espacio xyu alo largo de las cuales el problema de Cauchy queda indeterminado, 
aquí se los hemos dado, en cambio, a la proyección Y de la misma sobre el plano xy . Esto 
es lícito hacerlos en aquellos casos particulares en que el conocimiento de las Y es suficiente 
para individualizar las características en el espacio, Esto sucede en el ejemplo considerado en 
que las Y tienen ecuaciones P (x.y)=cj , mientras las características tienen ecuaciones 


QA.y)= 0], u=e 
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Consideremos ahora el caso de una ecuación de 2 orden 
ta,y,u, du, 3u 2% 2 e o y 6) 
Siempre por analogía con las ecuaciones diferenciales ordinarias, puede parecer 
a primera vista que el problema de Cauchy para la (3) consista en prescribir, so 
bre una determinada curva Y [x= a(t),y=B(t) , a<t<b] del plano xy, 
los valores de la u yde sus derivadas parciales uy, , uy,» vale decir, consista 
en buscar una integral u(x,y) de la (3) que verifique las condiciones 
ula, pur eo o, ula, Bl PI, uyla(),P)=Pa, 
(4) 
con P (t), Pi A Polt) funciones asignadas arbitrariamente. Pero en seguida 
se ve que de esta forma el problema está ''mal puesto" puesto que estas tres funcio 
nes no pueden ser dadas arbitrariamente. En efecto; bajo las hipótesis de continui- 
dad para u, ug, uy enun campo A que contenga Y , se tendrá: 
S u [a(), plJ=u la), pda raya, pulp, 
y entonces debe ser necesariamente 
put) = Pi) a+ Pal pr. (5) 
Por lo tanto sólo es posible dar arbitrariamente la <P (t) y una de las dos fun-= 
ciones P ¡(t) , Pa(t) ; o también la P,(t) ,la Pat) yel valor de “P (t) en 
un punto tp . Pero el modo más común de plantear el problema de Cauchy es el 
de dar, en cada punto de y ,elvalorde u y.elde su derivada según la direc- 
ción n normala Y  ,.es decir, de requerir que para x=a(t), y= B(t), re- 
sulte 
ae. 2 YO, (6) 
con P(t), Y(t) funcionesasignadas. Con estos datos quedan determinadas las 
dos funciones (P ,(t), Pa(t) antes mencionadas. En efecto, teniendo en cuenta 


que 
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duda CODA ja CH 
adn dx ar2+p8g12 dy Paz pr > 
debe ser 
E 3 o 
Yo =P Ja TO 


de donde de esta relación y de la (5) se pueden precisamente obtener las dos fun- 
ciones P(t), Paít) - 

Geométricamente, las (6) Lo que pueden sustituirse por las (4) tras haber cal- 
culado  <Py(t), Pat) del modo recién dicho_7 se pueden interpretar diciendo 
que se busca una superficie integral que pase por la curva x= a(t),y=B(t) , 
u=<P(t) del espacio xyu y que en cada punto de ésta tenga un plano tangente de 
terminado: el de ecuación u - P(t) =[x - a (01 P,() +[ y - BDIPA . 

El problema de Cauchy (3) , (6) ha dado origen a muchos estudios sobre los que 
no podemos entrar a profundizar. Observemos solamente que, también en este ca- 
so, pueden existir particulares líneas(*) Y para las que el problema de Cauchy 
es imposible o indeterminado. 

Nos podemos convencer considerando el ejemplo 2% del n% precedente. Si como 
curva Y tomamos el segmento a<x <a' , y=b ,setrata de determinar 


una integral de la 
24 
FRIA = MY), 
que verifique las siguientes condiciones E análogas a las (6)_7 d 


(7) 


u(x,b) = P(x) , uy(x,b)= Y() , (paraagx<a) . 
La (7) tiene la integral general (2') del n% precedente donde figuran las dos fun 
ciones arbitrarias a (x), B (y) y puesto que de tal fórmula sigue 
Ub) =ab0+B 0), uytb)= (50. ds+ Bu), 


las (8) requieren que tales funciones arbitrarias sean elegidas de modo que resul-= 


(*) En realidad estas líneas existen en todos los casos (con oportunas hipótesis sobre la función 
T que figura en (3) ]; pero no siempre son reales . 
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te 
Xx 
a()+pb)=PR) , [10,0 ds + B'(b)= Y) 

Sigue que, si la función conocida Ñ f(s,b) ds no difiere en una constante de 
la función asignada Y (x) , el problema es imposible. Si en cambio, tal condición 
queda satisfecha, es obvio que de la función arbitraria $ (y) queda individualiza 
do solamente el valor de la derivada en el punto b , por lo que el problema tiene 
infinitas soluciones, 

Las líneas excepcionales Y a las que nos acabamos de referir toman, como en 
el caso de las ecuaciones de 19s orden, el nombre de líneas característi- 
cas yla consideración de las mismas es de gran importancia en los estudios so- 


bre el problema de Cauchy") pe 


En el problema de Cauchy (1) , (2) /o (3), (6)_7 la curva Y sobre la que se 
establecen los valores iniciales debe naturalmente suponerse contenida en un cam- 
po o dominio A ,del plano xy, en el que tenga sentido considerar la ecuación 
ml m7. 

Sucede, sin embargo, análogamente a lo que se ha puesto de manifiesto en el ca- 
so de las ecuaciones diferenciales ordinarias (véase Cap. XXIX, n% 5 , Observa- 
ción 2%) que la solución del problema, supuesta existente, no resulta en general defini 
daentodo A ,sino solamente en un oportuno entorno de la cur- 
va Y  . Suele decirse que el problema de Cauchy es un problema en pequeño 
queriendo precisamente significar con eso que, en general, noes posible fijar a 
priori el campo de existencia de-la solución; debemos conformarnos con encontrar- 


la en un entorno de la curva Y , entorno que resultará, caso por caso, determina 


(+) También en este caso el concepto de característica requeriría mayores detalles; pero no in- 
sistiremos sobre el tema. 
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do por el propio problema, 
3 -ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES EN DERIVADAS 
PARCIALES DE SEGUNDO ORDEN. 
Una ecuación diferencial en derivadas parciales de segundo orden, llamase li- 
2 
neal cuando su primer miembro es una función linealde u, Fa 5 y E, 
ax 0x 


au E. Se trata, entonces, de una ecuación del tipo 


axay” ay 
a 
a,1(%,y) da + 2eyabc,9) ¿HL + agb, 9) AN A+ 
+ ba(x, y) + +c(x,y)u=1f(X,y) , (a) 


donde los coeficientes aj,,(x,y),...., C(x,y) y el término f(x,y) son funciones 
(reales) conocidas de las dos variables x , y , que supondremos continuas en un 
dominio dado A del plano xy. Sif(x,y) =0, se dirá que la (1) es homogé 
nea, 

Consideremos para la (1) el problema de Cauchy, asignando sobre una curva re 
gular Y contenida en A ,deecuación x=a(t), y =P (t) , los valores de 
u y de la derivada normal O a 

Sabemos (véase n% precedente) que podemos suponer conocidos sobre Y los va 
lores de u= P(t), u,= Pi(t), u= Qaít) ; veamos, entonces, si es posible de - 
ducir aquellos que, sobre Y , asumirán las derivadas segundas Uyx , May > Uyyo 
de la integral buscada, Por la (1) debe ser 

21] Uy + 219 Ugy + 299 Uyy = - by Py (t) - ba Pale) -eP(t+f, (2) 
donde queda sobreentendido que en las funciones a] ,4]2,4822,Db],b3,C,f, 
Wax > Uy > Xyy 50 ha puesto x= a (t), y= B(t); además, en virtud de las evi- 
dentes relaciones du, = uyy dx + xy dy, du, = U yz dx + yy y ,». deben valer las 

Mara Ay gs PO ss ya O ty pe.) 
Con las (2) , (3) tenemos tres ecuaciones lineales en las tres incógnitas Uxx , 


Ugy > Uyy 5 el determinante de los coeficientes de tal sistema es 
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a 23 292 
a' pg" 0 5 
0 ar gr 


Si la línea y es tal de anular este determinante, el cálculo de las uyy, Uy > 
“yy sobre Y oesimposible o es indeterminado quedando, por lo tantg, como 
imposible o indeterminado el correspondiente problema de Cauchy. Entonces, te- 
niendo en cuenta que 4 != + , P= ES , serán líneas características para 
la ecuación (1) aquellas líneas Y sobre las que resulte 

Y ia da 
dx dy 0 |=aj(éy)?-2a,ydxdy+a,,(éx)=0, 
0 dx dy 


vale decir, donde se tenga 


dy _ Ajgty)z Vaja0s,y) -2]1(%,y)2go(t, y) . ds 
dx a11(%,y) 
Entonces, para la (1) serán líneas características las curvas integrales de la 


ecuación diferencial ordinaria (4) . 

Si en todos los puntos (x,y) deldominio A resulta A =ay,;,(x,y)ago(x, y) - 
- azab0,y) > 0 , las características resultarán imaginarias y la ecuación (1) re- 
cibe el nombre de ecuación de tipo elíptico en A. 

Si, en cambio, en todo A es Á< 0 , es evidente que existen dos sistemas 
de 00 1 curvas características reales y la (1) se considera de tipo hiper- 
bólico en A. 

En el caso que en todo A setenga A =0, la (1) tiene un solo sistema de 
características reales y la (1) se designará como de tipo parabólico en A 

Puede por último suceder que el discriminante A (x,y) no tenga signo consta 


pe 
A , y se dirá que la (1) esde tipo mixto en A UL 


(+) Estas ecuaciones de tipo mixto han adquirido recientemente gran importancia en el éstudic 
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Puede también decirse que la (1) es de tipo elíptico, hiperbólico, parabólico en 

A si en todos los puntos de A la forma cuadrática 
2,165,y) A2+22,2(2,9) Au +299(%,9) y 
es definida, indefinida, semidefinida, respectivamente. 

La clasificación así obtenida de las ecuaciones del tipo (1) es de gran importan 
cia puesto que los problemas que la Física Matemática presenta a través de la 
(1) son de muy distinta naturaleza según el tipo de la ecuación. 

Para las ecuaciones de tipo elíptico el problema de Cauchy tiene escasa impor- 
tancia mientras que pasan a ser fundamentales los denominados problemas de 
Dirichlet oelde Neumann. 

Para las ecuaciones de tipo hiperbólico además del problema de Cauchy, es de 
gran importancia el denominado de propagación vibratoria. 

Para las ecuaciones de tipo parabólico, el de Cauchy tiene poca importancia, 
mientras que sí la tiene el denominado de propagación no vibratoria. 

De los nuevos problemas recién mencionados daremos algunos conceptos en los 
números sucesivos, al considerar tres clásicas ecuaciones que pueden considerar- 
se típicas entre las elípticas, hiperbólicas y parabólicas. 

Precisamente, para el tipo elífptico tomaremos como modelo la denominada 


ecuación de Laplace 


32 a 
tn. 6) 


para la que inmediatamente se ve que resultan características las rectas isótropas 
x + iy= constante del plano xy . Para el tipo hiperbólico, haremos referencia 


a la denominada ecuación de la cuerda vibrante 


(6) 


de las corrientes fluidas transónicas; pero no podemos ocuparnos de eso aquí . 
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con ec constante, cuyas características son las rectas y Í cx= constante. Pa- 


ra el tipo parabólico consideraremos la ecuación del calor. 


du _ du _ 
TE A dd 


cuyas características son las rectas y= constante . 


4-ECUACION DE LAPLACE; PROBLEMAS DE DIRICHLET Y 
DE NEUMANN. 


Ante todo observemos que la ecuación de Laplace 


du, 2 
Ta 0) 


está estrechamente ligada a la teoría de las funciones holomorfas f(z) = f(x, y) de 
una variable compleja z=x+yi , ya que cada función holomorfa 
f(x, y) es una solución (compleja) de la (1) . Enefecto; de la con 
dición de holomorfía £ = +1 se obtiene, derivando parcialmente con respecto 
a x oconrespecto a ya) E 

La” Thy . Te > 


de donde, eliminando la derivada mixta, se obtiene precisamente Lt yy = 


0 
Si se supone £f(z) = l(x, y) +iv(x,y) ,con u y v reales, de la última ecua- 
ción sigue obviamente Mor + Uyy > 0, vox + Vyy = 0 ,conloque la parte re 
al y el coeficiente de la imaginaria de una función holomorfía 
son soluciones (reales) de la ecuación de Laplace, es decir, co 
mo habitualmente se las denomina, son funciones armónicas. 

Por ejemplo, de la función holomorfa e” se extraen las dos funciones armó- 
2 


nicas dé cos y, e* sen y ;de la log z, se obtienen las log Xx? y, 


arc tg e ¡ etc. 


(*) Demostraremos en el Cap. sucesivo que toda función holomorfa f(x,y) admite . derivadas 
parciales de cualquier orden . 
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Se dirá que u(x,y) es función armónica y regular en un dominio 
A del plano xy cuando la misma sea continua en A yadmita, en A-FA , 
derivadas primeras y segundas continuas logrando verificar, en A-FA ,lae- 
cuación de Laplace. 

El problema de Dirichlet para la ecuación (1) se enuncia del siguiente modo; 
asignado un dominio acotado A del plano xy  , determi- 
nar en él una función armónica y regular que en los puntos 
de FAasuma valores prefijados. Naturalmente estos valores deben ser 
dados de modo de definir sobre FA una función continua, 

Demostremos que se trata de un problema determinado, vale decir que 
I-El mencionado problema de Dirichlet para la ecuación de 
Laplace no puede tener más de una solución. 

Dem. Supongamos que existan dos soluciones uyy, uo(x, y) ; evidente- 
mente su diferencia u(x,y) es todavía una función armónica y regular en A, 
nula en todos los puntos de FA . Es obvio, entonces, que el teorema quedará 
demostrado cuando se haya hecho ver que una función  u(x,y) armóni 
ca y regular en A , nula sobre FA , es necesariamen- 
te nula en todo A, 

Puesto que A está acotado se puede trazar con centro en el origen O uncír 
culo de radio R suficientemente grande como para contener A en su interior; 
esto significa que la función w(x, y) = e? -x2 -y? es siempre positivaen A , 
Consideremos ahora la función v(x,y) = En que, en virtud del hecho w > 0 
resulta, como u(x,y) , continuaen A ydotada, en A- FA de derivadas pri 
meras y segundas continuas. Se tiene, además, v=0 sobre FA ynuestra te- 


sis quedará demostrada si probamos que resulta v=60 entodo A, 


Por el teorema de Weierstrass la v admitiráen A máximo y mínimo abso- 
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lutos, Si no fuese (siendo nula en A) idénticamente nula en todo A , se verifica 
ría al menos uno de estos dos casos: 1%) el máximo M es positivo, 20) el 
mínimo —m es negativo. Además el valor M del1%Y caso, oel valor m del 
segundo caso serían asumidos por v enun punto (Xo,Yp) interiorde A , Ha 
gamos ver que eso es absurdo, refiriéndonos por ejemplo al caso v(Xo» Yo) = M>0 

Por conocidos teoremas (ver Cap. XVI, n% 12) deberá ser 

Ve Kg» Y0) = Vy gr Y0) = 0, Vaxbtor Yo) € 0, VyykorY0) £ 0 - 

Pero de la u=wvw , con w=R?2 -x? y? , Sigue queen A- FA 

Uy = 2XV + WV Si Uy = 2yv +wvy 
y, sucesivamente, 
Ur = -2V AMV WO» Uyy -2v AY Vy + WVyy A 
de modo que, siendo por hipótesis uz + yy = 0 se obtiene 
W(Vax + Vyy) -A(Xvg + y vy) -4v=0 

En particular, ésta debería valer en el punto o», Yo) donde resulta 
w(Xo, Yo) [Vxx bo» Yo) + Vyy Ko» Yo) JS 4M . Pero esta igualdad no puede ser cier- 
ta puesto que el primer miembro es < 0 yel segundo es positivo, El teorema 1 
queda así demostrado. 

Si se tiene en cuenta lo que ha sido dicho en el n% 2 sobre el problema de Cauchy 
para las ecuaciones de 2% orden, puede maravillar el hecho que el problema de 
Dirichlet resulte determinado, dado que en el mismo se prescribe sobre FA (que 
en los casos comunes es una curva regular) solamente los valores de la función y 
no los de la derivada normal. Pero se debe tener en cuenta que en el problema de 
Dirichlet se fija a priori el dominio A enel que se busca la solución regular; en 
otras palabras, a diferencia del problema de Cauchy que es un probiema "en peque 
ño", el de Dirichlet es un problema 'en grande" y la condición de regularidad de 


la solución en todo A sustituye completamente (como lo prueba el teor. 1) la con 
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dición de asegurar la derivada normal sobre FA. 

Notemos, además, que el teor, 1 asegura sólo la unicidad de la solución y no su 
existencia. A título informativo digamos que es posible dar un teorema de existen- 
cia bajo condiciones muy generales para el dominio A ; pero nosotros nos con- 
tentaremos con verificar tal teorema en el caso que A sea un círculo (ver no su 
cesivo). 

El problema de Dirichlet puede también plantearse para un domino no acotado; 
pero cae en defecto el razonamiento hecho en el teor. 1 y, efectivamente, el pro- 
blema ya no es determinado (es necesario también imponer a la solución oportu- 


nas condiciones de comportamiento al infinito). 


Otro problema en grande que se presenta a menudo para las ecuaciones de tipo 
elfptico es el problema de Neumann . Para enunciarlo en el caso de la e 
cuación de Laplace, conviene primeramente introducir una definición, Una función 
u(x, y) será denominada armónica y birregular enundominio Á cuando 
tanto ella como sus derivadas parciales primeras sean continuas en A y 
y existan en A - FA sus derivadas parciales segundas continuas que verifi 
quen la (1). 

Tras lo que el problema de Neumann se enuncia asf: dado un dominio regular y 
acotado A  , determinar en él una función armónica y birregular u(x, y) tal que 
en cada punto (x,y) de la frontera de A  , su derivada según la dirección de la 
normal positiva n a F"A , asuma el valor de una función <P (x, y) prefijada. 

Queda sobreentendido que los valores P (x,y) deben ser tales de definir una 
función continua sobre cada una de las porciones de curva regular que constituyen 
FA. 


Se puede demostrar que los valores “P (x,y) de la derivada normal no se pueden 
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asignar en forma totalmente arbitraria; para que el problema pueda tener soluciones 
la P(x,y) debe ser dada de modo que resulte fea, y)ds=0 (donde s es 
el arco sobre FA). Además, se puede hacer ver que, si el problema de Neumann 
tiene una solución ug(x,y) tendrá infinitas, dadas por uy(x,y) +< » con e 
constante arbitraria. No desarrollaremos aquí las demostraciones relativas, sugi- 
riendo al lector consulte los 'Complementos y Ejercicios". 

5-PROBLEMA DE DIRICHLET PARA LA ECUACION DE LA- 

PLACE EN EL CASO DEL CIRCULO. 

Consideremos en el plano xy elcfrculo C decentro O yradio R ypro 
pongámonos construir en él una función armónica y regular, conociendo los valores 
que la misma debe asumir sobre la frontera del círculo. Introduciendo las coorde - 
nadas polares habituales P. P, podemos suponer que se han dado los valores 
sobre la frontera en función de la anomalía P ;se trata entonces de construir 
una función u(o,“P) armónica y regular en C, tal de tenerse  u(R,P) = f(p) 
donde f(«P) es una función continua, prefijada en el intervalo (0, 2w) , que ve- 
rifica la condición £f(0) =f(2X) . 


Comencemos transformando la ecuación de Laplace DES +0 a co0r- 


ax ay? 
denadas polares teniendo en cuenta que X= Qcos (P, y = Q sen (Pp ; se obtiene 
du_du du __ du du 
9 ax cos <p + FL sen p ENT pane + y pbosp 


y sucesivamente 


Ai AN . 
dd o g Pos ep sencp + LY 9? cos 2 - 


ql 9 cos «p - Eg sen Ñ 


Entonces, como 
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a? 1 0% 0% + aa lí 
992 092 092 a aya 
Bigue inmediatamente 


2% uu 
E Se ME 5% 


La función u( 9. P) que debemos A 20 debe, entonces, verificar las si- 


du qu 
Cóx cos Y + ey sen ) , 


guientes ecuaciones: 
Up (PA ee (Pr (9, P)=0 
(para 0% 9<R,0< PS<2w), (1) 
U(R/P)=£P) (para 0 <P <2X). (2) 
Admitiendo que exista la solución u( 9-P) de este problema, cada vez que se 
fije un valor de $ menorque R , la función de “P obtenida será ciertamen- 
te desarrollable en serie de Fourier (ver Cap, XXVI, n% 11, teor. II) ;es decir, 


tendremos 
0 


9 p)= + a9(9)+ o Day(9) cos kp + by(p) senkp 1, 


con los coeficientes (obviamente dependientes de Q ) definidos por las fórmulas 
2x 


a(9)= + $, (9, p)cosk pap, mp)= + [s. <P) senkpde .(3) 
Veamos ahora si es posible deducir de las (1), (2) los valores de estos coefi- 
cientes (3). 
De la (1) sigue, obviamente, 
2n 
l Eso ce $) +. 77 Up (9> 9) + Ue (9P)] cos kpdip =0 (4) 


A vapligablo el teorema de derivación bajo el signo de integral respecto del 


parámetro 9 3 


42 21 a 21 
397 a [us moroso 3 d7 + | 9.0 coo 
2 es 
du popa ¿ 6) 


La última integral puede ser transformada en dos sucesivas integraciones por 


partes, y se obtiene 
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27 
21 
e (gp) cos k pap = [uy (gp) cos kp +kulo, <p) sen ke] - 
2% 
-k2 (e, p)coskpdp=0 , 
f: 9+P) cos kp dp 


Entonces, teniendo en cuenta que lo que está entre paréntesis cuadrados es nulo 


(pues se refiere a una función periódica, de período 21) se obtiene, recordando 


las (3) 
MAA Ao) Eder A A O 
Del mismo modo, pero considerando en la (4) senk«P en lugar de cos Esp b 
se obtiene 
Mr q orig) $ A ) 


Los coeficientes de Fourier ap) y Px(P) deben, entonces, verificar es- 
ta ecuación diferencial ordinaria de 2? orden, lineal, del tipo de Euler (Cap. XXIX 
n% 15) , La misma se integra inmediatamente y se obtiene 

N CA k 
a0(p)= Ap+ Ao logo 3 aL(p)=Ar O +ALo 7 
= ki 9% E 
Dl 9) = Br 9 + BL? E PC DO: PEN ] » 
donde Ag, 40 » Ag» Ae » Br, Br designan constantes arbitrarias, Para deter 


(6) 


minarlas comencemos observando que las ao) 4 Pp) deben ser funciones 
continuas para ? = ( yeso requiere que sea Ao =0, Ar = Br =0 , Además 
las (3) nos dicen que las aj ( Y». Dist 9) son continuas también para o =R de- 
biendo además resultar, por la (2) , 
d 2n 2X 
ay (8) = E [19 cosxpao , by (m)=L [uo sen kP dep 
Estas condiciones determinan las restantes constantes Ag , Ax , B, y seen- 


cuentra inmediatamente que debe ser 
y [2 1 zx 
s0-+f Pap, AE + [tmupap A 
0 


25 
BL = 7 l f £(P) senkp dep, 
lo 
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por lo que, sustituyendo en las (6) 


A 15 a e 
soy di («oe o) (a) dd , 


tito) = (Ek L [o sen kp dp 
Entonces, la solución u( 9.) supuesta existente está necesariamente dada, pa 


ra 0<9<R, 0O<P< 2 71 por la fórmula 


2 00 ex 2 
op. ¡OS 2 1fKor correas: cos kee 


28 
+ / £(0) senk0d 8 - senkP =L ¡(NS cos k(P-9)] de , 
o 

(7) 


quedando este último pasaje (integración por serie) justificado por el hecho que la 
LA 


serie On 8) (¿e cosk(P-8) es, para Q ,P fijados del modo antedicho, 
k=1 
totalmente convergente!*) alvariar Q en[0,2x]. 


E 
La serie e + E L cosk(P-8) que figura en (7) se suma fácil- 


mente observando que es la parte real de esta otra 


0 o 
de 2 k ek(P-0) 2 1 4-8) 
A ek (P A 


que es una serie geométrica convergente con suma 


L ue- 2 Uo- 92 ? 
1, E a AS A! 1-9 +21 q sen(e-0) 


Ye A A Aa y 
2 NIE AE E Ss 

1-qe 1-q¿e 8 1-2% (P-8) + R 
'Tomando la parte real ha ésta y aa en (7) se obtiene 


ue). as a6 
fol R? -2R q cos (P- 0e)+9? 
Queda ds por verificar si esta fómula proporciona efectivamente una 


función u( 9) que satisfaga las (1) , (2) y las condiciones de regularidad im 


puestas, Tal verificación es efectivamente posible y, precisamente, puede demos- 


(*) En efecto, llamando M almáximode | £(8) | en [0,2 *] , dicha serie es mayorada 


PS 
k 
por la MD (4) que es convergente, siendo 0 < z Y 
k=i 
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frarse: 19 en los puntos interiores del círculo C la (8) define una fun- 
ción continua, dotada de derivadas parciales primeras y segundas continuas, con es 
tas últimas verificando la (1); 2%) se tiene PE M9, P)=£(P) , uniformemen 
te para 0< P< 2%" , de modo que la u(9.P) es prolongable, de modo con- 
tinuo, en todo c yasume, sobre FC los valores asignados f((fP) . Para las 
demostraciones, enviamos a los "Complementos y Ejercicios". 

Queda así demostrado, en el caso del círculo, también la existencia de la solu- 
ción del problema de Dirichlet. La integral que figura en el segundo miembro de 
(8) se denomina la integral de Poisson de la función f(0) y tiene im- 
portantes aplicaciones en varias cuestiones de Análisis. 

6 -PROBLEMA DE CAUCHY Y PROBLEMA DE PROPAGACION 
PARA LA ECUACION DE LA CUERDA VIBRANTE . 

Retomemos la ecuación (6) del n% 3, que consideraremos escribiendo t en 

lugar de y: 
as 2 2 o 0) 

Esta ecuación tiene una interpretación física notable. Supongamos tener una cuer 
da elástica que, en condiciones de reposo, se halle tensa sobre el eje x ;sia tal 
cuerda, tras haber sido desplazada de su posición de equilibrio, se la deja vibrar, 
se demuestra en Física Matemática que el desplazamiento normal u(x,t) , que en 
el instante t tiene su punto de abscisa x ,.esuna integral de la (1) 

Comencemos estudiando para la (1) un problema de Cauchy particular, sugeri- 
do por el siguiente problema físico. Supongamos la cuerda indefinida (es decir, en 
condiciones de reposo, extendida y tensa sobre todo el eje x) y estudiemos 
sus vibraciones suponiendo conocer, en el instante t=0 , su configuración ini-" 
cial y la velocidad de cada punto de la misma, Se trata, entonces, de determinar 


una integral u(x,t) de la (1) que verifique las siguientes condiciones de Cauchy. 


XXX - 6 444 


u(x,0) = Q(x) , up(, 0) = Vx) o, 
donde “P (x) , W(x) son funciones continuas, dadas sobre todo el eje x . 
Realicemos en la (1) el siguiente cambio de variables 
=x+L A 
B=x+ : E y=x a 


Como resulta 24 --2u , du du. + (2u . du, y, Sucesiva- 


dx 05 an ' 3t dE  4n 


mente, 
3%, 02 02 0% 0% _ 1,0% _,2 a 2 
A ETA y* ay2* 0 5 2 205 IT 
la ecuación (1) se transforma en la 


2, 
O (4) 
05 0 
Sabemos (ver nm 1,ej. 22) que la integral general de la (4) está dada por 


u(E,))=a (8) + B(n), donde a(B),B (1) son funciones (derivables) arbi- 
trarias. En virtud de las (3) se deduce inmediatamente que la integral general de 
la (1) tiene la forma 
u(e,t)= a (x+ L)+p-+) (5) 
con a, PB funciones arbitrarias (que se supone admiten derivadas segundas) . 
Busquemos ahora de determinar estas dos funciones de modo que se verifiquen 
las (2). 
Puesto que de la (5) sigue 
utx,0) =a () +80) y 60)= Ha 9 Bl, 
debe ser 
a) +g()= Pa) , a'(x) - B'x)=c Y(x) 
De la segunda de estas ecuaciones se obtiene a (x) - B(x)=c ol ds+k , 
con k constante arbitraria, tras lo que es inmediato deducir que debe ser 
a ()= +10) + [vias =x1, B 00 = 2 [Ax) -c fura. ES 
por lo que, sustituyendo en la (5) se concluye que la solución u(x,t) de nuestro 


problema, supuesta existente, no puede sino ser dada por la fórmula 
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x+L 
A f ¿Pier ds . (6) 
-€ 


Viceversa, es muy simple verificar que si la función q es derivable dos ye- 
ces yla 'Y unavez, la (6) define una función: que, en todo el plano xt verifi- 
ca las (1), (2) . 


Queda así probada la existencia y unicidad de la solución del problema de Cauchy 


planteado , 


Estudiemos ahora, para la ecuación (1) el denominado problema de pro- 
pagación vibratoria, que surge del estudio de las vibraciones de una cuer- 
da de longitud finita (extendida y tensa sobre el intervalo [ 0,1 ] del eje x, en 
condiciones de reposo) . 

En este caso la función u(x,t) estará definida para 0£x<1l , t >30,.es 
decir en la región S rayada en la fig, 70 ; pero es obvio que ya no bastará, co- 
mo antes, asignar las condiciones iniciales: 

u(x,0) = Pe) , up(x,0)= Ye) , (para 0<x<)) (7) 
sino que deberán agregarse otras que son, precisamente, las que expresán la ley 
con que se desplazan, en función del tiempo, los extremos x=0 y x=l de la 
cuerda, Estas últimas condiciones se traducen manifiestamente en fórmulas del 
tipo 

u(0,t)= a (t) , u(l,t) = p (1) , (para t70) , (8) 
donde a (t) , P (t) son funciones continuas definidas, y asignadas, para t> 0 

Buscamos, éntonces, una integral de la (1) (continua en S junto con su deri- 
vada parcial u; y tal que admitaen S-F'S las derivadas Uu,, Uy , y) que 
verifique las condiciones iniciales (7) y las condiciones en los límites (8) 

Con las hipótesis hechas(*) la solución del problema, supuesta existente es cier 


(*) Las funciones a (t), $ (t) de (8) serán supuestas, entonces, dotadas de derivada conti- 
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tamente, para cada t>0 fijado, desa 
rrollable en una serie de Fourier, que 
contiene solo senos, en el interior del in 
tervalo [ 0,1 ] ses decir, se puede es 
cribir 


» LES 
u(,t) = MA Ult) sen ZE, 
1 


habiendo puesto 
1 
ugt) = 2 | uex,t) ser EX ax . (10) 
1 o 1 


Para calcular estos coeficientes ug (t) 


observemos que de la (1) sigue, cualquiera sea k , 


1 , 
St ve 060 0? uppto  den E 0 
0 


pero, integrando dos veces por partes, se tiene 
1 > 
f Uy 6, ) són EEE dx = 
0 


; 1 S 
Es kxax _kx Mm kx k2 m2 PNTE” 
= [ Ug(x, t) sen == - 7 "6, t) cas 5] oc a EH, 


o sea, teniendo en cuenta las (8) 


1 1 rm 
xl 2 2 
[vom E a LSSI ER | u,00en £22 as; 
'0 0 


por otra parte, al otro término de (11) se le puede aplicar el teorema de deriva- 
ción bajo el signo de integral (respecto del parámetro t) , de modo que, recordan 
do la posición (10) , la (11) resulta 


2.2 2k 
ato + EE o = ¿E Lalo - ae] 


nua; además debe ser 
L(0)=a(0) , £U=B( , PO=a"0 , YW0= 80). 

En el transcurso del cálculo que sigue admitiremos, por brevedad, la continuidad de uy, 

Wax , Uy también sobre ÍS; pero es posible modificarlo de modo de evitar dichas hipótesis, 
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De esta ecuación diferencial ordinaria (lineal, no homogénea, con coeficientes 
constantes) se obtienen 


kr E -6) 


uo) = Ajcos Ext. + By sen Ext o ele (6) - CnÁg (6) sen az 


el 
(12) 
con Ax, Bj constantes arbitrarias, Es necesario ahora determinar estas últi- 
mas teniendo en cuenta las (7) , que prescriben que sea 
t e) t 
uo) = H os al [00 sen EJ ax 
Con fácil cálculo se encuentra que para que se verifiquen estas dos condiciones 


se debe asumir, en la (12) 5 


2 aL k 
a -2 [205 ha , E [vos sa EXE de 


Entonces, sustituyendo en la (12) y sucesivamente en la (9), se obtiene en de- 


finitiva 
2 Dio y kr5 
a > x kt 
uo - 2) a [eos ol fe sa 1 ds 


1 A 
el Kk nt KE ; 
E sen A ÚÑ Y(5)sen > de + 


$ k 
1 kom (t -8) 
+ al [ 9(6) - (1) g(6)] son ED ar, (13) 


Sería necesario ahora, para probar la existencia de la solución de nuestro proble 
ma de propagación, verificar si la (13) proporciona efectivamente una función que 
satisface todas las condiciones impuestas. Tal verificación es posible; pero no es 
tan simple, sobre todo en lo que se refiere a las condiciones (8) , y por eso la o- 
mitimos, aceptándola sin realizarla, 
7-EL PROBLEMA DE PROPAGACION PARA LA ECUACION DEL 

CALOR. 
Estudiemos, por último, la ecuación (7) del n% 3, que volveremos a escribir 


con t enlugarde y: 
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22 du _ 
aa 0 


El significado físico de ésta es el siguiente. Supongamos dada una barra conduc- 
tora del calor, dispuesta sobre el intervalo [ 0,1] del eje x , que intercambie 
calor con el exterior solamente a través de sus extremos x=0 y x=1l . En 
ese caso, la temperatura u(x,t) , enel punto de abscisa x ,enelinstante t, 
es una integral de la (1) 

Para ósta se planteael denominado problema de propagación no vibratoria que 
consiste en buscar, en la región S de fig. 70 , una integral que verifique la 
condición inicial 

u(x, 0) = P(x) A (para 0<x< Il) (2) 
y las condiciones en los límites 
u(0,t) = a (t) , u(l,t) = 10) , (para t>0) , (3) 

Físicamente la (2) equivale a dar la temperatura inicial de cada punto de la ba- 
rra y la (3) a fijar el modo que varía, en función del tiempo, la temperatura en 
los extremos de la barra, 

El problema así planteado puede resolverse con un procedimiento análogo al a- 
plicado en el n? precedente. Escritas las (9) , (10) de dicho n%, de la (1) de- 
ducimos 

[eso - uc, 0] son EEx -0., 


y de ésta, con cálculos análogos a los hechos sobre la (11) del nO precedente : 


2 2 
ajo + E lo + Fo O 1 


De la integración de esta ecuación diferencial ordinaria lineal de 1% orden se ob 


tiene 
(4) 


A ¡CONSICIESA 
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con Aj, constante arbitraria, Esta se determina en base a la (2) , de la que se 
deduce que debe ser 

1 » 
Uy(0) = Ay = 4 [ 900 E 
0 
Sustituyendo en (4) y, sucesivamente, en la (9) del " precedente se concluye 
que, si la solución del problema existe, la misma debe necesariamente estar dada 


por la fórmula 


k2n% 

1) 5 > 1 eS] 

uy= 2). Ea | foca) sen 15 as + 
El E 


Lo kn? 
| ls 1006) ug (69145 | 
0 


De ésta podemos obtener la certeza de la existencia mediante una verificación, 


que también admitiremos. 


CAPITULO xxxXiI 


Funciones analíticas 


1 -INTRODUCCION. 

Eneste Cap. nos ocuparemos ds las denominadas funciones analíticas 
de una variable compleja z=x+iy . Tales funciones pueden ser uniformes 
(o monódromas, es decir, presentan un solo valor) o multiformes (o polidro 
mas, es decir, varios valores). Las funciones analíticas uniformes no son sino las 
Funciones analíticas holomorfas (o simplemente funciones holo-= 
imorfas) de las que ya dimos la definición y estudiamos las primeras propieda-= 
des en el Cap, XVI, n%% 4, 5, 6, 

Las hemos encontrado sucesivamente en el Cap, XXVI, n 9 (donde hemos de- 
iImostrado que la suma de una serie de potencias ate - 2 es, en Bu co- 
irrespondiente campo de convergencia, una función lá yen el Cap. XXX, 
1% 4 (donde se ha visto que una función holomorfa f(z) , pensada como función 
de las dos variables reales x , y es siempre una solución de la ecuación de La-= 
place E + Er =0 ). Proseguiremos ahora el estudio de las funciones ho- 
lomorfas f(z) , dando después algunas nociones sobre las funciones analíticas po 
lídromas. 

Recordemos que el concepto de función holomorfa se aplica a funciones f(z) de 


finidas en campos (conjuntos abiertos) A del plano xy; de ahora en ade- 
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lante se supondrá siempre que se trata de campos conexos (Cap. XIV, n% 
5). Usaremos algunas veces la locución: f(z) es holomorfa en un pun-= 
to .Zq , para significar que Z( Pertenece a un campo conexo en el que la 
£(z) es holomorfa. 

A las propiedades elementales ya vistas, agregaremos la siguiente: 
I-Sea f(z) holomorfa en el campo conexo A . Si la deriva 
da f'(z) es idénticamente nula en A , la función f(z) será 
constante en A 

Dem. De f'(z) = 0 sigue £ 5 0,f, = 0, de lo que, teniendo presente que 
A es conexo, se tendrá por el teor, IV del Cap. XV , as 4, que f(z) es constan 


te. 


2-SERIES BILATERALES DE POTENCIAS. 

Comenzaremos indicando otra notable categoría de funciones holomorfas, consi- 
derando series de potencias del binomio z -z¿ en la que también figuren poten- 
cias con exponente entero negativo, es decir, series del tipo 

? aja, a) 
E 5) 
que denominaremos serie bilátera de potencias +. Diremos que la 


(1) es convergente cuando lo sean separadamente las dos series 
zz ke 
y ay (z - zp) 3 (2) 


ala 29). e) 


(*) En contraposición, las series ordinarias de potencias ? agíz zp) pueden ser llama- 
0 


das uniláteras. Eneste n” 2 se entiende que en la (1), al menos uno de los coeficientes 
2], L2,23,..., €s distinto de cero, es decir que la serie bilátera no se reduzca a una uni 
látera. E 
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cia r , y sisuponemos r>0 , será convergente para | z -2p1 <r ,no 


convergente para l|z - 2! A 


En cuanto se refiere a la (3) , si ponemos k=-h , ER =w , setrans- 


formará en la 


que es, en la variable w  , una ordinaria serie de potencias; llamando R a su 

radio de convergencia y supuesto R >0 , dicha serie convergerá para | w|<R, 
Al 

no convergerá para | wl >R , Sigue que la (3) convergerá para |z - zp! > 5 


y no convergerá para |z-zp| < h É 

De estas consideraciones se deduce que la (1) puede admitir un campo de con- 
vergencia solamente si existen puntos z para los que se verifiquen simultánea- 
mente las | z =2y1<r,Iz -2 ] > , vale decir, solamente si r > A «En 
tales hipótesis, la serie bilátera de potencias (1) admite, co 
mo campo de convergencia, el constituido por los puntos in- 
teriores a la corona circular de centro Zo y radios + $ A 

La suma de la (2) es una función «p(z) , holomorfa en el campo! z - Z2yI<r, 
dotada de todas las derivadas, que se pueden calcular derivando término por tér- 
mino dicha serie (Cap. XXVI, n% 9, teor. VI ). Análogamente la suma de la (31) 
es una función y(w) , holomorfa en el campo | wl <R- (con las mismas pro- 
piedades que antes) y de ahí que la suma de la (3) sea igual a 17 E que, 
como función compuesta con funciones holomorías, resulta  holomorfa para 
12-29 1 > , que resulta admitir todas las derivadas, que se obtendrán deri- 


vando término por término la (3) . Entonces, para la suma de la (1) que vale 


(*) Queda sobreentendido que si R=+ oo y r esfinito, el campo en estudio coincide con el 
círculo abierto de centro Z¿ yradio R,privado de su centro Zy -Si Res finito 
y T=+ 00 , trátase del complementario del círculo de centro z, yradio L-.Si R=r= 


=+ 00, el campo de convergencia resulta todo el plano, privado del punto 2y * 
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(2) + y EG se puede enunciar: 
I-La suma f(z) de la serie bilátera de potencias (1) es una 
función holomorfa de z en la corona circular abierta que 
constituye el campo de convergencia de dicha serie, Tal fun 
ción admite derivadas de orden tan elevado como se quiera, 
las que se pueden expresar derivando la (1) término por ter 
mino. 


Notemos que para la serie bilátera (1) no puede ya seguir valiendo una fórmula 


) 
f(2 
k! 


ries uniláteras (Cap. XXVI, no 9) , ya que el punto inicial Zo no pertenece 


ni siquiera similar a la aL = que hemos encontrado en el caso de las se- 

más al campo de convergencia. Para expresar los coeficientes ay de la (1) por 

medio de la suma f(z) de la misma, es necesario recurrir a otro procedimien- 

to, como veremos en el m5, 

3 -INTEGRALES DE FUNCIONES HOLOMORFAS Y TEOREMAS 
DE CAUCHY. 

Sea f(z) = f(x, y) una función de la variable compleja z=x+iy que, por el 
momento, supondremos solamente continua en un campo conexo dado A  , del 
plano xy , Fijadosen A dos puntos 2p»% Y llamando y auna curva ge 
neralmente regular, contenida en A , que los tenga por extremos, definiremos 
la integral compleja de la f(z) , extendida a Y , en el sen- 


tido de Zy2%,, que indicaremos con 


f sa, Mm 
Yo) 
como la integral curvilínea, extendida sobre y  , enel sen 
tido de 2, a Zo» de la forma diferencial lineal 


£tx,y) (dx +1dy0) ; es decir, se pone 
(*) Se considera, entonces, al dz como dx+idy en (1), y se interpreta la integral que resul 


ta como una integral curvilínea. 
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/ f(z) dz | hs y) (dx +idy) . (2) 
riz 


120,21) Y(Zo, 
Six=p(t) ,y=0() , (a< t e ¿o son las ecuaciones paramétricas de Y, 


sabemos (Cap. X, n* 10) que las funciones ¿ (t) , $ (t) son continuas en [a,b] 
y que este intervalo Puede descomponerse en un número finito de intervalos [ tg,t,), 


4, Je id at) (con t, a,t, =D) de modo que, variando t en 


n 0” 


cada uno de estos intervalos [ bh: ty) , el punto á (x, y) describa una curva re 
gular Y k - La Y resulta entonces constituida por las curvas regulares Y 
Ya AA e an Y según la definición de integral curvilínea de una forma diferen- 
cial lineal (Cap. XXI, no 2), de la (2) sigue (suponiendo que el punto Zy co- 


rresponde a a yel punto 2, a t= b): 


f Ko da=f 1H 01 Lo +1910] dt = 
VA 4) “ 


E ly ELO, 0) Ja. (s) 
¡SA 


Valen, para las integrales (1) , propiedades y observaciones análogas a las ya 

expuestas para las integrales curvilíneas. En particular, resulta 
f(z) dz = j be dz 
Y 69,2) Y 
y se pueden considerar integrales de (os Does E f(z) dz , f f(z) dz , donde 
+yD 

Y es una curva cerrada y D un dominio regular, contenidos en A .Observe- 

mos, también,la propiedad siguiente : 


I- Llamando M al máximo del módulo de f(z) sobre la cur- 


va Y y 1 aslalongitud de dicha curva, será 


f sí az |< Ml y (4) 
Y(Zp,21) 
Dem. Dela (3) sigue £(2) dz | <M [vo Ver) + y 124) dt y como esta 


N2p,2) 
última integral representa, como es sabido, la longitud de la curva Y , sigue la 


(4) , que es lo que queríamos demostrar . 
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Supongamos ahora que la f(z) = f(x,y) sea holomorfa en A , vale decir, que 


sea continua junto con sus derivadas parciales primeras teniéndose, además, 


ES 


= E E . En ese caso la forma diferencial lineal f(x, y) (dx +idy) que figura en 


(2) verifica la conocida condición necesaria para ser una diferencial exacta 
AA 
dy ax 


n% 5 , obteniendo así el siguiente teorema fundamental, que llamaremos primer 


(es decir ) ;podemos entonces aplicarle el teor. 1 del Cap. XXI, 
teorema de Cauchy: 
HU -Si f(z) es una función holomorfa en el campo A resulta 
rá, en todo dominio regular D  contenidoen A, 
Ke) dz=0 (5) 
*D 

De este teorema se deduce otro, también de fundamental importancia, que llama 
remos segundo teorema de Cauchy y que se enuncia como sigue: 

"Il -Sea f(z) una función holomorfa en el campo A y D 
un dominio regular contenido en A. Para todo punto 5 inte- 
rior de D vale la fórmula 

A 4 (6) 
Dem. Fijado el punto 3 , la función ES no es, en general, holomorfa en 
A ¡pero sí lo es, con seguridad, en el campo A' deducido de A privándolo 
del punto 5. 

La integral del segundo miembro de (6) tiene sentido porque FD se compone 
de curvas trazadas en A', no siendo en general aplicable a la misma el teor, II 
puesto que el dominio D noestá contenido en A' 

Tracemos una circunferencia Y totalmente interior al dominio D y llame- 
mos D' al dominio (regular) obtenido privando a D de los puntosinteriores de 

Ys 


El dominio D' está contenido en A' yentonces, por el teor. II se tiene 
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l Í(2)d2_ - y ,o sea teniendo en cuen 
dis => 


ta que YD' se compone de YD yde 


la circunferencia Y (ver fig. 71) : 


f(z f(z 
f SE a+ f ¿A dam 0 


*FD 
o también 

f(z f(z) 

dz = f 7 dz. (7) 
f,, 7 yo 3 3 


Fig. 71 


Llamando $ al radio de Y , obser- 
vemos que el primer miembro de (7) tiene un valor independiente de $ ;en con- 
secuencia también el segundo miembro se mantiene constante al variar") $  pu- 


diéndose entonces sustituir la (7) con la 


£(2 £(2) 
+ dz = ups . (8) 
£ E 


Para calcular este límite pongamos ¿=E+in yadoptemos para V las e- 
cuaciones paramétricas x=E+P cost , y=n+? sent, 09t <2%, Si- 
guen, de éstas, z=x+iy=8¿ +9 eN , dz =dx +idy= - $ sen t dt+ifcos tdte 


=if el at , por lo que será 
2x1 


£(2) gro oiga it 
f ¿Qa-f Hi ati / NE+P eya 
UN 0 Pe 


0 
En esta última integral, la función a integrar es continua respecto de t y? 


para 0<t<2."t , 05?<8 y entonces, por un conocido teorema (Cap. 
XIX, nn 5, teor. 1) la propia integral es función continua de ? para 0£$?$<8. 
De aquí que su límite para q o+ venga dado simplemente por el valor que la 


integral asume para f =0 ; es decir se tiene 
2. 


12 dz - = 211 
jzo+ f Daz sf, £E)dt=2x1£(5) 


Sustituyendo en (8) y dividiendo por 2 Xi se logra la (6) , que es lo que que 


(*) Para $ se tiene la limitación 0<9<S donde $ esladistancia de 3 a FD, 
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ríamos demostrar. 

Nótese cómo la (6) , llamada también integr al de Cauchy traduce una 
propiedad sorprendente que no tiene análoga en el cam, o de las funciones de varia- 
bles reales: una vez conocidos los valores so bre la frontera del 
dominio D , la función queda determinada e 'n todos los pun 
tos S interiores de D 
4 -INTEGRALES DE FUNCIONES HOLOMORFAS EN CAMPOS 

SIMPLEMENTE CONEXOS ; FUNCIONES PRIM ¡Iva Ss 

Ulteriores propiedades de las integrales de funciones holomorfas resultan de su- 
poner que el campo conexo A , enel que se considera definida la función ho lo- 
morfa f(z) ,sea simplemente conexo. Enese caso la validez de la 
e e o nos asegura (Cap. XXIIL, n% 5, teor, II) que la forma diferen- 
cial f(x,y) (dx +idy) es, en A , un diferencial exacto. Esto significa que es 
posible definiren A una función F(x,y)=F(z) , uniforme, continua junto con 
sus derivadas parciales primeras, que verifique las 

F,=f ñ Ey=ifo . (1) 

Por el teor, I del Cap. XXIII, n? 2 , podemos entonces afirmar que la integral 

f(z) dz = f(x, y) (dx + idy) (2) 
tiene un e DE de los puntos Zy , %1 (y node la curva Y 


que los une), resultando además 


f(2) da = F(zy) - Fízo) , (3) 
Y 
y, en particular 0:71 
j f(z) da = 0 (4) 
Y 


para toda curva Y cerrada trazada en A . De ahí que la integral (2) pueda in- 


21 
dicarse simplemente con f f(z) dz (integral definida) y la (3) pueda escribir- 
EA 


se o 
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z 
1 a 
f £(2) da = F(21) - F(2p) 6) 
20 
Dejemos ahora fijo el punto Zy Y hagamos variar z, en el campo A ;es- 


cribiendo z en lugar de a. podemos considerar la integral [so dz de la 
f(z) . Tal integral resulta ser una función de z , definida en A y ligada a la 
citada función F(z) por la siguiente fórmula, consecuencia de (5): 
z 
F(2) = F(Zp) + f £(2) dz. (6) 
z 

Ya se ha dicho que la F(x) esen A continua junto con Po 3 Fy ; observe- 
mos ahora que, de las (1) sigue F,= + Ey =f , pudiendo entonces asegurar 
que la F(z) es holomorfaen A  ysuderivada F'(z) coincide con la función 
dada f(z) 

La F(z) puede llamarse, por lo tanto, una primitiva de f(z) .Loes también, 
evidentemente F(z)+c ,con e constante arbitraria, y del teor, 1 del no 1 si 
gue, inmediatamente, que no hay otras primitivas fuera de éstas. La totalidad de 
las primitivas F(z)+c toma el nombre de integral indefinida de  f(z) 

Podemos resumir los resultados obtenidos en el siguiente enunciado: 

I-Si f(z) es holomorfa en el campo A simplemente conexo, 
s 
admitirá en él función primitiva F(z) , la que queda defini- 


da salvo una constante aditiva arbitraria. 


De la f(z) puede considerarse la integral indefinida 
z 
0+/ f(z) dz , la que proporciona aquella función primitiva 
z 
que Sn el punto Z¿ asume el a e . Puede también con 
siderarse la integral definida 50 y, conocida una pri- 
20 


mitiva  F(z), su cálculo es inmediato a través de la fórmula 
(5) . Por último la integral de  f(z) , extendida a cualquier 


curva cerrada Y trazada en A , es igual a cero 
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Nótese la analogía de estos resultados con los relativos a las funciones continuas 

de una variable real, definidas en intervalos; téngase sin embargo presente que va- 
len solamente en el caso de un campo simplemente conexo. 

5-EXPRESION DE LOS COEFICIENTES DE UNA SERIE DE PO- 

TENCIAS MEDIANTE INTEGRALES. 

Consideremos una serie de potencias (unilátera o bilátera) que posea un campo 
de convergencia (en forma de círculo o de corona circular). Sabemos que, en tal 
campo, dicha serie tendrá una función holomorfa como suma, la que admite deriva 
das de cualquier orden, Deseamos ahora hacer ver que los coeficientes de la serie 
son expresables mediante ciertas integrales en las que figura f(z) . 

Consideremos la serie bajo la forma bilátera 
K(2) = 0% eze, a) 


k==0 


sin excluir el caso en que, para k < 0 tengamos a 0 , con lo que resultará 


una serie unilátera, Fijado un entero n (positivo, negativo o nulo) multiplique-= 


n -1 
mos ambos miembros de (1) por (2 - zp) e integremos después a lo largo 
de cualquier circunferencia orientada en el sentido antihorario; obtenemos, de ese 


modo, 


n= 

f f(z) (2 - Zo) dz = (2) 
+y -T 

La serie que interviene en el segundo miembro es uniformemente convergente pa 


ra z variandoen V pues loes la serie (1) , yel factor (2 - 2)” aL por 


el que se ha multiplicado cada término de la misma, tiene módulo constante sobre 
Y . Esentonces posible, en el segundo miembro de (2), integrar término por tér 
mino y escribir 
5 mn -1 ns k-n-1 
f (z) (z - 20) dz = a f (z - zp) dz. (3) 
A+ 
Pero, si denominamos $ al radio de J' y adoptamos para Y la  representa- 


ción paramétrica z=2¿+% e +» 0£t<2 mr , se tiene 
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2. . 
feta f pE-n-1 ¿¿HE=N=D 0 Sus 


2. 0 si kfn , 
E | HUM y 
0 


2 si ken, 
por lo que la (3) queda reducida a la 
/ £(2) (2 ci dz=2w1ap 
y 


y, de aquí, 


f(z) 


E 


it j 
el lr e 20 

Esta es la expresión que buscábamos de los coeficientes de la serie (1). 

De la (4) sigue obviamente que la integral del segundo miembro no debe depen- 
der de la elección de la circunferencia Y . Se puede dar una demostración direc- 


ta de este hecho recurriendo al primer teorema de Cauchy. En efecto; elegidas dos 


Fig.72 


circunferencias distintas Y , Y ' de centro Z¿ , contenidas en el campo de 


convergencia de la serie (1) , las mismas constituyen la frontera de un dominio 
(63% 


D perteneciente a un campo en el que la función es holomorfa* *; 


(*) Tal campo es la corona circular (abierta) de convergencia, si la serie es bilátera: es el cfr- 
culo (abierto) de convergencia, privado del centro 2, , si la serie es wnilátera, 
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por el teorema recién citado resultará 


j —H(W%)__—_dz=0 
A ne zp +l 


0 sea, 
f(z) f(z) 
TA dz + dz=0 , 
dp (2-2) ”* de Esp”? 
f(z £(a) 
—O a-| —Uña >, 
Í. (2 -2y0 + de (2 -2yn+ 1 


gue es lo que queríamos demostrar. 

Observemos también que, si la serie dada (1) es unilátera , la (4) debe 
dar a,=0 para n< 0 . También de esto podemos dar una demostración di- 
recta, En efecto, si la serie (1) es unilátera, la f(z) es holomorfa en el domi- 
miol*) circular encerrado por Y y, para n<0,osea -(n+1)>0 , lo se- 
rá también la función f(z) (2 - ze? 1) ; Sigue, por el primer teorema de Cau- 
chy, que la integral del segundo miembro de (4) vale cero. 

En el caso de una serie unilátera, sabemos además (Cap. XXVI, no 9) que los 


coeficientes ay pueden expresarse con esta otra fórmyla 
(n) 


£(z0) 
n! 


; (10, 1, BD...) 0; (5) 


confrontando con la (4) se deduce 


) mt f(z) 
el = 2mi (2 -2p +1 E (e) 


Esta fórmula puede demostrarse directamente, aplicando el segundo teorema de 
Cauchy. En efecto, por la holomorffa de f(z) en el dominio limitado por Y, se 
tiene para todo punto £ interior de tal dominio 


(*) De ahora en adelante diremos brevemente que una función es holomorfa en un dom i- 
nio D , cuando sea holomoría en un campo que contenga D.. 
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e £(z) 
(6) + ÚS a 


de la que, derivando n veces con respecto a 5 yaplicando el teorema de deri- 
vación bajo el signo d2 integral Zo que es lícito ya que, cuando Z varía en V 
y Só enel interior del dominio, el integrando es una función continua de (Z,2), 


junto con las derivadas respecto de 57 , se obtiene 


f(z) 
E (2 -Zym+l E to 


vw ésta, para $= Z( . Proporciona la (6) . 

Nótese por último que el razonamiento hecho para deducir la (4) prueba también 
que, si una función f(z) , holomorfa en una corona circular abierta (o en un cír- 
culo abierto) de centro zp ,es allí desarrollable en serie de potencias de 
Z - 2, bilátera (o unilátera) el desarrollo es necesariamente único 
puesto que sus coeficientes no pueden ser sino los proporcionados por la (4) . 

6 -DESARROLLO LOCAL EN SERIE DE TAYLOR; EXISTENCIA 
DE TODAS LAS DERIVADAS; TEOREMA DE MORERA. 

Sabemos que toda función definida como suma de una serie de potencias (uniláte- 
ra) resulta holomorfa en el campo circular de convergencia correspondiente. Has- 
ta este momento, tales funciones representan ejemplos particulares de fun- 
ciones holomorfas; entre otras cosas están definidas solamente en campos circula - 
res y, además, admiten todas las derivadas, 

Queremos ahora hacer ver que de ningún modo se trata de funciones holomorfas 
de un tipo muy particular pues vale el siguiente teorema : 

I-Sea f(z) holomorfa en un campo (conexo) A dado, y sea 
Zy un punto arbitrario de A , Llamando Co al mayor cír- 


pe 
culo abierto con centro en Zo contenido en 6) , la f(z) 


(*) El radio de Cy *s iguala la distancia de a FA . Tal radio resultará infinito si y 


2 
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será en Co desarrollable en serie de potencias (unilátera) 
de punto inicial Zo. 

Dem.  Admitiendo que en Co Valga un desarrollo del tipo 
12) = age 2, m 
k=0 
sabemos (ver el final del n% precedente) que necesariamente los coeficientes a 


estarán dados por la fórmula 


aL £(z) 2 
a => ABRO A) (2) 
kE TT E 2 ot 
donde Y es una circunferencia cualquiera, de centro Zy » Contenida en So : 


Para probar el teorema falta hacer ver que la serie de potencias que tiene estos co 


Fig-.73 s 
Fijado 3 ,elijamos Y de modo que 3 resulte interior a ella y consideremos 
la serie 
da! f f(2) k 
2 TT da. (3-2p" - (3) 
0 2n1 y (2 +1 0 


La misma es convergente puesto que, llamando Palradio de” y M al máxi- 


mo de |f(z) | sobre Y , el módulo de su término general resulta (n% 3, teor.1) 


sólo si A coincide con todo el plano, 


El M A k_ 15 -Zol k 
m2 ES A 


y la serie formada por estos números es una serie geométrica de razón 
A 
La suma de la serie (3) resulta, además, igual a 


f 
y b. A A Ea, w 


Z-ZQ 
puesto que la serie bes el signo de integral es uniformemente convergente para z 


M (15 201 1) 


variando en Y ¿En sutérmino general es, en módulo, menor que ? 7 8 


y entonces es. lícita la integración término por término. 


Pero la expresión (4) vale 


E NE 


rz-2 E *-% 


1) pS dz = a 10) di 


=— z 
Z-Z, Z - E 
2 wi ll E HE o 2 ai lp 2 z 


isiendo esta última integral, por el segundo teorema de Cauchy aplicado al dominio 


limitado por Y , precisamente iguala f(3) ,quees lo que queríamos demos- 
trar. 

De este teorema sigue que en Cp la f(z) admite todas las derivadas y que 
los coeficientes on de (1) pueden también expresarse en la fórmula a = S E, ——, 
Teniendo en cuenta que el resultado vale, cualquiera sea z¿€ A, res 
se: 

I - Sea f(z) holomorfa en el campo (conexo) A . Tal función admitirá en dicho 


campo derivadas de cualquier orden y, fijado arbitrariamente un punto z¿€ A, 


la serie de Taylor de la f(z) , escrita con el punto inicial zg , converge en el 


antes citadocírculo Cp ,y tiene por suma la f(z) . Es decir que se tiene 


) 
f 
f(z) = > Eb, (a e S (para z € Cp) (5) 
k=0 
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Téngase bien presente que la (5) representa f(z) solamente en el campo circu 
lar % , Que en general no coincide con el campo A ; para representar  f(z) 
en puntos de A- % será necesario otros desarrollos de Taylor, deducidos eligien 
do convenientemente un nuevo punto inicial. En otras palabras: con la serie de 
Taylor se puede representar cualquier función holomorfa; pero, en general, tal co 
sa es posible sólo localmente ,.es decir, en un entorno oportuno Co de 
cualquier punto Zo del campo A donde sea holomorfa. Por eso es que se dice 
desarrollo local en serie de Taylor”) É 

El teor. II permite obtener inmediatamente los clásicos desarrollos en serie ya 
estudiados en el Cap. XXVI, n% 9. 

El hecho que una función holomorfa admita derivadas de cualquier orden") pue- 
de también enunciarse diciendo que la derivada de una función holomor 
fa es, todavía, una función holomorfa. De esta observación surge 
la posibilidad de invertir el primer teorema de Cauchy con el siguiente teorema 
de Morera: 

HI -Sea f(z)=f(x,y) una función continua en un campo (conexo) 
dado A . Si para todo dominio regular D contenido en A 
resulta 
[ f(z)dz=0 , .(6) 
+7 D 
la f(z) será holomorfa en A. 

Dem. Basta demostrar que f(z) es holomoría en todo campo rectangular R 

contenido en A , Fijado R ,tracemos en él una curva simple y cerrada arbi- 


traria Y ; puesto que R es simplemente conexo, tal curva Y constituye la 


(+) Es evidente que el radio de convergencia r de la serie de potencias (5) es, seguramente 
no inferior al radio rg delefrculo Cy . 


(**) También este hecho no tiene análogo en el campo de las funciones de variable real, en el 
que una función puede admitir derivada primera sin aceptar deriva”7s sucesivas. 
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frontera de un dominio regular D contenido en R y, porende, en A . Por 
la hipótesis (6) resulta j f(z) es idy)=0 , de lo que sigue (Cap, XXI, n% 
3, teor. 1) que la forma lindal £(2) (dx +1dN es, en R ,un diferencial exac- 
to, Se puede, entonces, definiren R una función F(z)=f(x,y) uniforme, con= 


tinua junto con Fy y Fy taldetenerse F,= 0 . Como de éstas si 


gue $ = + F, =f ,tal F(z) es holomorfaen R ysetiene F'(z)=f(z).Pe 
ro entonces la f(z) , como derivada de la función holomorfa F(z) “, será tam- 
bién holomorfa en R , quees lo que queríamos demostrar. 

Señalemos, por último, otra propiedad notable que generaliza el segundo teore= 
ma de Cauchy: 
IV -Si f(z) es holomorfa en el campo (conexo) A y D es 


un dominio regular contenido en A , para todo punto 5 in 


terior de D se tendrá 


(1) : £(2) 
dad at A (M=1,2,.. ea) 


Dem. Basta partir de la fórmula integral de Cauchy 
e 1) 
(3)= ai 49 dz 


y derivar los dos miembros n veces respecto de $ , aplicando el teorema de 


derivación bajo el signo de integral, Tal aplicación es lícita puesto que para 
ZETD, $ED-FD , la función E es continua y derivable cuantas 


(d 
veces se desee respecto de ¿ , con derivadas continuas”) , 


7 -DESARROLLO DE LAURENT. 
Junto a.los desarrollos de una función holomorfa en series uniláteras de poten= 


cias, pueden también considerarse desarrollos en series biláteras, según el si- 


(*) Este razonamiento ya fue hecho en un caso particular (véase la (7) del n% 5). El mismo 
puede también ser utilizado para probar directamente la existencia de todas las derivadas de f(2). 
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guiente teorema: 
I-Sea f(z) holomorífa en un campo (conexo) dado A y sea (py 


una corona circular abierta, de centro Z¿ , contenida en A. 


FB == 

== Ez ==> E== 

==> == == E > .lo == 3 

=== =2 ¡==-—%W == 

===> === == 

E ==> = > 
E 

¡=== 

Fig. 74 Fig.75 


En Co la función f(z) será desarrollable en serie bilátera 


e) 
de potencias de z-Zp 


Dem.  Admitiendo que sea posible en % un desarrollo del tipo 


Sd aa, (1 


sabemos (e 5) que los coeficientes A Son necesariamente proporcionados por 


la fórmula 


Li f(z) 
a, = A E E OA 2, 
A L =p AT , (k=0, 1,22, ) (2) 
donde Y es una circunferencia, arbitrariamente elegida, de centro Z¿ Conteni 


da en Cp» 


Queda por hacer ver que la serie (1) , escrita con estos coeficientes (2) , con- 


(*) El punto zy puede pertenecer o no pertenecer a A (ver fig. 74 y 75) . Enel caso 2 € A 


se supone que la circunferencia interna. de C, contenga o encierre también puntos no pertene- 
cientes a A. Si no fuera así la f(z) sería holomorfa en todo el círculo abierto Ch limitado 
por la circunferencia externa de 


Co + siendo entonces fácil ver que el desarrollo bilítero váll= 
do en Cp se reduciría al unilátero de Taylor válido en C', (puesto que, por el primer teoro= 
ma de Cauchy, los coeficientes ax . dados por la (2) serían nulos para k<0). 
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verge en todo punto 3 de Co y tiene 


por suma f(3). 


Fijado 3 , adoptemos para el cálculo 
de los coeficientes 3 con k 30 una 
circunferencia Y" que contenga a 3 
en su interior y para el cálculo de los co- 
eficientes a con k <0 una circun- 
ferencia J'' que deje 3 enel exterior 


de la misma (fig. 76). 


Por lo tanto, la serie en consideración 
puede escribirse 


a IE ne a PU AR 
Ep [Li 0 Ear [ rico 


Razonando como en el teorema 1 del n% precedente se ve que ambas series aquí 


escritas son convergentes!"? y que la (3) puede escribirse 


5 fí) >, ,5-2ok 1 ) == 5-2 
ALA A LE a 


ASS o k= 
z-Z 
EE He) 1 EN ES (OTE A 
21 ED) e ES ET pz TY Y 
Z-Zp 3-20 


2wi .5=85 2wi z-Y 
1 f(z 1 f(z 
2 Í,.. O a do 


13 -zol 


» 
(Téngase presente que, llamando P !, 9" los radios de F!, FP" —, se tiene 


El o<1 


469 SIS. 
Pero, por el segundo teorema de Cauchy, aplicado al dominio limitado por Y! 
y V" ,esta última expresión vale f(5) , quees lo que queríamos demostrar. 
El desarrollo bilátero de la f(z) asegurado por este teorema, toma el nombre 
de desarrollo de Laurent de la f(z) , relativo a la curva circular e 
8 - SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES HOLOMORFAS; TEO 
REMA DE WEIERSTRASS. 
Supongamos dada una sucesión 
40. Ll rocorooo AZ) por (1) 
de funciones holomorfas en un campo (conexo) A , que sea convergente en todo 
punto de A , La función límite 
£(2) so E, (2) 
¿ será también holomorfa en A ? Una condición suficiente para que tal caso su- 
ceda está dada por el siguiente teorema de Weierstrass: 
I-Si la sucesión (1) , de funciones holomorfas en A es 
uniformemente convergente en todo conjunto cerrado y a 
cotado contenido en A , la función límite f(z) será holomor-= 


fa en A . Se tendrá, además, 


A (n) 
1 (2)= a E) » M=l,2,3,......) (3) 


siendo esta relación de límite también uniforme rara todo con 
junto cerrado y acotado contenido en A 
Dem. Sea D un dominio regular cualquiera contenido en A ; de la holo- 
morfía de (2) y del primer teorema de Cauchy sigue 7 
fi(2)dz=0 , (=1,.2,3 70.02) . (4) 
3D 


Por otra parte YD en un conjunto cerrado y acotado contenido en A ;tam= 


bién en tal conjunto la (1) converge uniformemente y entonces, de la (2) sigue 


£(2) da = pal £,(0) dz. (5) 
de o 
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De las (4) , (5) sigue, obviamente, Lia f(z) dz =0 y de aquí, por el teore- 
ma de Morera, la f(z) es holomorfa en A 

Para probar la (3) , fijemos arbitrariamente un punto ¿€ A e indiquemos 
con D un dominio regular de A ,queconteiga 3 en suinterior. Porelte- 


orema IV deln' 6 y por la (2) , puede escribirse 


2) - ze IA dn= 2, Ma. dz. (6) 
2 ki (e -5)2+ 2w JD k=00 (2 - 5)0+ Ñ 


El límite aquí indicado es (para 3 y n fijos) uniforme cuando z varía so- 
1 
bre YD, ya que tal es el pas L (2) por hipótesis y resulta ar 
< Femon , donde $ indica la distancia desde 3 a TD. Porlotanto de la 
(6) se obtiene 


fx (z) 
CA, 


e) a er, 
+5D 
o sea, por el ya citado teor. IV deln% 6 , 
() (a), 
£(3)= im 43). (7) 
que coincide con la (3) . 
Probemos, por último, que para n fijo la (7) subsiste uniformemente para 3 
variable en cualquier conjunto cerrado y acotado E , contenido en A . Fijado 


un dominio regular D contenido en A yque contenga a E en su interior, se 


tendrá para € E: 
El 5 max 1£(2) Lt 


£(2) - fx(2) n; ZE€YD 
[ré5) -4.£3)] - |/ 3D (2 - 3yn+1 az |< 2wi ya+l 


(8) 
donde 0% > 0 indica la distancia entre los dos conjuntos cerrados E, YD y 1l 
la longitud de FD . Por otra parte, como la (2) vale uniformemente para zE YD 
podemos decir que, dado €> 0 , existe un índice  Y¿ tal que, para k> Ye 
resulta max lf(z) -£, (2 < E ; entonces, para k> Ye y para todo 
zETFD 
£ EE, la (8) nos dice que 


A) dl 
115) 31 < 1 E , 
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lo que traduce, precisamente, que la (7) vale uniformemente para 3 € E , que 
es lo que querfamos demostrar. 

El teorema de Weierstrass puede también enunciarse con referencia a una se- 
rie de funciones holomorfas. Se tiene: 


I -Sea ) GQy(Z) una serie de funciones holomorfas en un cam 


r=1 
po A , que supondremos convergente uniformemente en to- 
do conjunto cerrado y acotado contenido en A . Bajo estas 


hipótesis la suma Q(z) de la serie es una función holomor- 
faen A . Además será 

== (m) 

RN EAN 
Y= 
resultando la serie del segundo miembro, para cada n A 

también uniformemente convergente en todo conjunto cerrado 
y acotado contenido en A 


Basta, para la demostración, aplicar el teor. I a la sucesión f, (2) = 


de las sumas parciales de la serie dada. 


9-CEROS DE UNA FUNCION HOLOMORFA. 

Dada una función holomorfa f(z) en un campo conexo A , queremos estu- 
diar el conjunto H constituido por los ceros de f(z) , es decir, por los 
puntos z€ A en los que resulta f(z) = 0. 

No se excluye, naturalmente, la posibilidad que tal conjunto H sea vacío, sir- 
viendo como ejemplo de este hecho la función e? » holomorfa en todo el plano. 
Precedamos tal estudio con el siguiente teorema: 


I-Sea la función f(z) holomorfa en el campo conexo A  . Si 


(*)Con mavor generalidad podría estudiarse el conjurto de los puntos € A en los que resulta 
f()=c con ec constante asignada previamente; pero este estudio equivale al de los ceros de 
la función f(x) - e 
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en un punto z¿€ A la f(z) es nula junto con todas sus deri- 
vadas, tal función será idénticamente nula en A ., 

Dem. El desarrollo local de Taylor de la f(z) , con punto inicial zq , tiene 
todos los coeficientes nulos por hipótesis y de ahí que podemos afirmar que resul- 
ta f(z)=0 enel máximo círculo abierto Cy que tiene centro en Zyg y está 
contenido en A 

Una vez dicho eso, llamemos B- al conjunto de todos los puntos de A donde 
la f(z) es nula junto con todas sus derivadas. Tal conjunto B sabemos que no 
es vacío, y será un campo pues acabamos de ver que si contiene a un punto 
Z¿ Contiene también todos los puntos del entorno circular (y de zQ. 

El teorema quedará demostrado si hacemos verque B=A . Si B nocoin- 
cidiese con A existiría en A unpunto Zz, nopertenecientea B , Una vez 
trazada en A (conexo) una poligonal de extremos Z¿ y ao. sobre la misma 
existiría con seguridad un punto 3 de la frontera de B . Tal punto 3 no 
pertenecería a B , que es un campo. Por otra parte, siendo 3 un punto 
de A es también un punto de acumulación de  B , por lo que resultaría 

E). zua dé) [sobre sil 15 [sobre B] ,(k=0,1,2,..114) 
con este último límite igual a cero, puesto que en todos los puntos de B $e tiene 
) 


(1) (k) 
f(z)=0 , (k=0,1,2,....) . Entonces debería ser f(3)=0, (k=0, se 2,. 


es decir, el punto 3 debería pertenecer a B . Estocontradice y 
na afirmación anterior; de ahí que sea absurdo suponer que B no coincide con 
A, que es lo que queríamos demostrar, 

Establecido este teorema, consideremos una función f(z) holomorfaen tn cam 
po conexo dado A y supongamos que no sea idénticamente nula. Si 
z¡ esuncerode f(z) , supuesto existente, por lo menos una de las derivadas 


de la f(z) será, en dicho plinto, distinta de cero. Al cero Zy queda, por lo tan 
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to, asociado el entero n 31 que da el orden de la primera, entre las sucesivas 

derivadas de f(z) que no se anulan en dicho punto; se dice, en este caso, que Zy 
, 


es, para f(z), uncero de orden n  . Esto significa, entonces, que se tiene 


(n-1) (n) 
£(21) =1(2,) =£(2,) = 0oooooo. =E(21) =0 , f(2/) 40. (1) 


Demostremos el siguiente teorema: 
IU -Sea f(z) holomorfa y no idénticamente nula en un campo co 
nexo dado A . El conjunto H de los ceros de f(z) , si no 
es vacío, está constituido exclusivamente por puntos aislados 
y no posee puntos de acumulación pertenecientes a ¿ya 

Dem. Comencemos probando que todos los puntos de H son aislados. Es ne 
cesario hacer ver que, si Z, esuncero de f(z) , existirá un entorno circular 
C de z¡ ,contenidoen A , que no contiene otros ceros de f(z) . Llamando 


n al orden de* Zas» valdrán las (1) y entonces, en el mayor círculo abierto en 


de centro Zz, contenido en A valdrá para f(z) el desarrollo 


e, (+1) 
£(2) = AS (ao a A A 
donde se ha puesto es fa+1) 
a 


(1 +1)! 


(n) 

Puesto que 0 (Z,)= Ec 40 , existirá un entorno circular ( de Z¡ con 
tenido en C , enel que la Q(z) se mantiene distinta de cero, En C puede 
entonces escribirse £() =(£= y 9() , com pio, 

y esto expresa que en C ” la f(z) puede anularse solamente en el punto Zz , O 


sea la tesis. 


Probemos ahora que H no puede tener puntos de acumulación en A. Si exis 


(*) Esto no excluye que H acepte puntos de acumulación pertenecientes a FA Por ejem - 
plo la función sen—- es holomorta en todo el plano, excluyendo el origen (donde FA se re 
duce al único punto 2 =0 ) ; tal función se anula en los puntos 2= 7. =t1 La 


que tienen como punto de acumulación , el punto 2-0. 
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tiese un punto E€EANDH , se tendría f = lim f(z) (sobre A) = lim f(z 
p 3 A aa 

(sobre H) lo que implicaría, dado que éste último límite es obviamente igual a ce 

ro, que f(5)=0 . Entonces el punto 35 sería un cero de la f(z) no aislado, 

y esto es absurdo, con lo que queda demostrada la segunda parte de la tesis, 


Del teorema precedente siguen estos otros: 
IM -Sea f(z) holómorfa en un campo conexo dado A. Si la 


f(z) se anula en un conjunto de puntos de A queadmiteen A 
un punto de acumulación (al menos) , tal función será idénti- 
camente nula en A, 
IV - Sean nO) y £a(2) dos funciones holomorfas en un campo co 
nexo dado" A . Si resulta f,(2)=f,(2) en un conjunto de puntos 
de A que admiten en A (por lo menos) un punto de acumu- 
lación, las dos funciones coinciden en todo A. 
A este último teorema también puede dársele la siguiente forma: 
V - Sean 1,6) 5 La (2) funciones holomorfas en los campos cone- 
xos A; E Az respectivamente, y sea el campo A¡N Az no va 
cío y conexo"), Si resulta £, (2) = £a(2) en un conjunto de pun- 
tos de A/A Az que tengan en éste (por lo menos) un punto de 
acumulación, la función f(z) definida por 
f¡(2) para z EA] 
(2) = (2) 


fo(2) para ZEAz , 
e) 


resulta holomorfa en el campo (conexo) Ay, UA, . 


Dem. Ante todo es necesario hacer ver que la (2) define en Az Ú Az una 


función uniforme, es decir que debemos probar que resulta f,(z)=f,(2) en los 


(*) La intersección A, M A, de dos campos, si no es vacía, es evidentemente un campo. Si 


A, y A, Son conexos no significa, sin embargo, que lo sen su interse 
diato verificarlo sobre ejemplos. 


ón, como €s inme—= 


(*) La unión A,U Az de dos campos es un campo. Si A, y 


1 son conexos Y ANA, 


no es vacío, también resulta conexo el conjunto suma. 
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puntos de Ay n As - 
Pero esto se obtiene aplicando el teor. IV a las funciones f(Z), La(2) y al 
campo conexo Ay n Az» de lo que sigue la holomorfía de f(z) en A, U Az, 
dado que a todo punto z de tal campo se le puede asociar un entorno circular C 


totalmente constituido o por puntos de Aj o por puntos de Az», de modo que en 


C setiene f(z)=f,(2) ,o f(z) = Lo(2) , que es lo que queríamos demostrar, 


10 - PROLONGACION DE LAS FUNCIONES HOLOMORFAS. 

Sea f(z) una función holomorfa en campo conexo A dado, Se dice que tal 
función es prolongable enun campo conexo A' que contenga propia 
mente al A , cuando es posible definir en A' una función holomorfa gl(z) 
queen A coincida con f(z) . Observemos que si tal prolongación 
és posible, lo será ciertamente de modo único . En efecto, si 
BZ), 8/4) son holomorfas en A' , y se tiene g(z) =f(z) , 8 (2) = f(z) en A, 
por el teor, IV del n* precedente debe ser g(2)=g,(2) en A'. 

Con respecto a este concepto de prolongación surge el problema de estudiar si 
la misma es posible y, en caso que lo sea, cuál es el procedimiento a seguir para 
su realización. Sobre este punto nos limitaremos a estudiar un caso muy particular 


demostrando el siguiente teorema: 


l-Sea A un campo conexo, Zq Un punto del mismo y sea la 
función f(z) holomorfa en A-Z¿ . Sila f(z) se mantiene 
¿acotada en un entorno de Zo» será prolongable en A [es 


decir que también Zo podrá considerarse como punto de ho- 
lomorfía para t(z) 7 S 
Dem. Llamemos Cy al máximo círculo abierto con centro en Zo y conteni- 


doen A , y consideremos la corona circular abierta (y = %'p -% 5 ésta resul- 
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ta contenida en el campo A - Zq yentonces en Cp vale para f(z) el desarro 


llo de Laurent 


f(2) = > a (a a p (1) 


Demostraremos que, bajo las hipótesis hechas, resulta 


ak para k<0 . (2) 
Por hipótesis f(z) está acotada en un entorno de Z¿ ,osea que existen un 
cefrculo C con centro en Zo» contenido en A yuna constante M>0 talde 
tenerse 
1£(2)1< M para zEC-2% . (3) 
Por otra parte es 


a f(z) 
> nl, a eat 2 


“donde Y es una arbitraria circunferencia de centro Z(¿ , trazada en % . Po 
demos suponer V EC yentonces resulta la validez de la (3) sobre Y; por 
otra parte, llamando 3? alradiode TV ,resulta l z-zpyl= ? sobre V y 
entonces (n% 3, teor. 1): 
ma dee 2? e ; (4) 
El primer miembro de (4) no depende de *? y, por otra parte, P puede ele 
girse tan pequeño como se quiera y entonces, de la (4) , pasando al límite para 
$? —0 y suponiendo k < 0 seobtiene | ak I<0 ,oseala (2). 
Establecida la (2) podemos escribir ahora la (1) bajo la forma 
£a)= PS E nu) 
Pero la serie de iendlas (unilátera) aquí escrita es seguramente convergente ens 
el cfrculo Co y representa en él una función holomorfa q (z) ; si considera- 
mos ahora las dos funciones: f(z) holomorfaen A- Zy y %() holomorfa 
en o <S A tendremos que, mientras (A - zp) NM Co =C ». la (1') expresa 


que f(z)= p (z) en Cp - De aquí, por el teor. V del n? precedente la función 
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g(z) definida así: 
f(z) para ZEA-Z% , 


3 aj (a -2 5 para ze Cc 


resulta holomorfa en (A - cm) 0) Cu =A y proporciona la prolongación de  f(z) 


s(z) = 


en tal campo. Puesto que  g(Zp)= ag también puede decirse que, definiendo la 
f(z) enel punto Zo atribuyéndole allí el valor de a) .se obtiene una función 
holomorfa en todo A ,quees lo que OS EÍEIDS demostrar. 

Con respecto a este teorema se puede todavía observar que el valor ag en el 
punto Zp de la función prolongada resulta obviamente igual a im 50 f(z) , de 
modo que el mismo teorema puede enunciarse asf: 


Il -Bajo las hipótesis del teor. I existe determinado y finito 


el gim, f(z) = ay , y la siguiente función 
—>50 
f(z) para ZEA-2) 
8(z) = (5) 
2 para z=2 , 
resulta holomorfa en A 


Obviamente también puede decirse : 
MI-Sea A un campo conexo, Z¿ un punto del mismo y la 
función f(z) considérese holomorfa en A - Zqy +. Si existe de 
terminado y finito el PA £(2)= a, , entonces Zy es un pun- 
to de holomorfía para e 

Demos de inmediato una notable aplicación de este teorema: 
IV -Sea f(z) una función holomorfa en el campo conexo A y 
sea z, un punto de A-.. Condición necesaria y suficiente pa 
ra que Zz, sea un cero de orden n para la f(z) es que exis 


ta, distinto de cero, el límite 


<A > (6) 


im 
220 (2 -2," 
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Dem. La condición es necesaria . Se ha visto en la demostración 
del teor. II del n? precedente que, en un oportuno entorno circular de 2] ,Pue- 


de ponerse f(z)= (Z - z)" q(z) con 0 (z) holomoría y Q (21) 40, de lo que 


La condición es suficiente, Lafunción q (z)= A es holo- 
2-2" 
morfaen A- Z, y como por hipótesis existe el pt $(2)=1%40 , el teor, 
ESE 
precedente nos asegura que Y (z) resulta holomorfa también en el punto 21 


cuando se imponga q (2,)=1 . Entonces, de la f(z) = (z -2P p(z) es facil 
extraer, con sucesivas derivaciones, la conclusión de que valen las (1) del nO 


precedente. 


11 - PUNTOS SINGULARES AISLADOS Y SU CLASIFICACION, 

Sea A un campo conexo, Z(¿ un punto del mismo y sea f(z) una función ho 
lomorfa en A -Zp +. Si la f(z) no es prolongable en A diremos que 
Z¿ €s un punto singular aislado de f(z). 

Para estudiar tal punto llamemos Cc al máximo círculo abierto, con centro 
en Z, contenido en A y consideremos después la corona circular abierta 
e =C% 2; ésta resulta contenida en el campo A - Zy yde ahí que vale el 
desarrollo de Laurent 

1(2) = nt o E para ZE C= CI) =2%) . (wm 

Este desarrollo (que será denominado desarrollo de Laurent relati- 
vo al punto singular aislado Zy )es ciertamente bilátero (o sea que al 
menos para un k< 0 resulta a, 0) puesto que, de no ser así, se ha visto 
en la demostración del teor, 1 del n* precedente que la f(z) sería prolongable 


en A y esto estaría contra las hipótesis hechas. 


Viceversa, si el desarrollo (1) es bilátero la f(z) noes prolongable en A 
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ya que, de serlo, llamando g(z) a la función prolongada se tendría para k<0 y 


con el significado de costumbre para Y: 
Ae E f f(z) e! f g(z) z 
a. - dz = dz=0 
2d, (ar 2d a 2 +1 , 
en virtud del primer teorema de Cauchy; pero entonces el desarrollo (1) sería u- 


nilátero, contradiciendo la hipótesis. 

Podemos entonces asegurar que 
I-Condición necesaria y suficiente para que Z¿ sea un punto 
singular aislado de f(z) es que, en el desarrollo de Laurent 
(1) relativo a tal punto, por lo menos uno de los coeficien- 


sea distinto de cero. 


a 
Otro teorema a tener presente es el siguiente: 
II! - Condición necesaria y suficiente para que Z¿ Sea un pun- 
to singular aislado de f(z) es que la f(z) no se mantenga aco 
tada en ningún entorno de zp + 
Dem. La necesidad de la demostración sigue inmediatamente del teor, 1 del 
n% precedente. La condición es también suficiente puesto que si f(z) no se man- 
tiene acotada en los entornos de Z(¿  , no puede existir el lim 2 f(z) , de lo 


que sigue que la f(z) noes prolongable en A , 


a 


Por ejemplo, el teor, I nos dice que la función ez (holomorfa en todo el pla- 


no con exclusión del punto z=0 )tieneen z=0 un punto singular aislado, Bas 
ta observar que, en base a la conocida serie exponencial, se puede escribir la fór- 
mula 

= Ll pde 
e biliar 


la que proporciona sin más el desarrollo de Laurent de e a relativo al punto 
e) S 


(para zX0) (2) 


z=0 (con ay=1,22= A .23= Sl seas) 


(*) En este ejemplo y en los sucesivos de este n% 11 , los desarrollos de Laurent serán obteni- 
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aña 
e sen L 
2 


Análogamente para las funciones , Con n entero 


y positivo. 
El teor. II nos dice inmediatamente que la función E tiene -el punto singular 
aislado z=0 ;basta observar que im d dl +00 , Esto queda confirma- 
do por el hecho que para esta función el desarrollo de Laurent, relativo al punto 
z=0  , se reduce obviamente al único término a (o sea que resulta LA 1. 
Volviendo al caso general es obvio que, en base al teor. 1, dos casos son posi- 
bles: 1%) entre los coeficientes 21 + Agr Agr. del desarrollo de Laurent 
relativo al punto zo existe un número finito distintos de cero; 
2 entre tales coeficientes existen infinitos que son distintos de ce 
A 
Enel 1% caso, llamando Ay (Con n>31) al último de los coeficientes 
a 


1942 Agro... quees distinto de cero, el desarrollo (1) puede ser escrito 


en la forma 


al a2 ln k 
f(z) = + ———=G bo... + ———— + a (Z - 2, z 
e -2p)? (2 - zp) cae an 


(3) 
A (5 
(2,70 E Co =p) 


y el punto zo es denominado una singularidad polar de orden n 
(o, simplemente, un polo de orden n ) dela f(z). 


Enel 22 caso, el desarrollo (1) se escribe 


ah k z 
£(2) = En an Dl 29) , ECT), (4) 


con la condición que sea ayr0 para infinitos valores de h (o sea 


dos aprovechando desarrollos ya conocidos (series geométricas, exponenciales,etc.); no hare — 
mos uso, entonces, de las fórmulas integrales que proporcionan los coeficientes ay . 


(% La única condición es que sea a, %0 ;los otros coeficientes a_, , Ag, 0... Aa 


AQ + A] , -.. Pueden, todos o algunos, ser nulos, 
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que la AS «sea una serie efectiva) ,yel punto Zp se 
loas o esencial dela f(z). 

Por ejemplo, de la (2) sigue, obviamente, que el punto z=0 esuna singula- 
ridad esencial para la función S + La función + tiene, por el contrario, 


en z=0 ,un polo de orden n. 


Como otro ejemplo citemos la función 3 , holomorfa en todo el plano,pri- 
Ze - 


vado de los puntos 1 y -1 ¡ella tiene, en cada uno de los dos puntos citados un 
19 orden. En efecto, refiriéndonos al punto 1 , el desarrollo de Laurent 


polo de 


relativo al mismo puede obtenerse inmediatamente escribiendo 


A 
221 Ma -1) 


una serie geométrica de razón 


ces el desarrollo 


2 
e ¿A dz =1) 
72-12 z-1 E 2 CRIAR 
que es del tipo (3) con n=1 , ay” e y 


Notemos, por último, que las fórmulas (3) , (4) pueden escribirse bajo la forma 


f(2) = G( 


1 
Z-Zp 


JHP(ZZY E -2) >» (5) 


donde G( (reducida a un polino- 


) es una serie de potencias de 


zo 
mio de grado n si Zy esun polo de orden n) y P es una serie de poten- 


clas de Zz- 2 + Teniendo en cuenta lo que se dijo en el n? 2, podemos agregar 


que, poniendo = d- =w , la G(w) tiene radio de convergencia infinito, 
SO: 
mientras la P(z - Zp) tiene radio de convergencia por lo menos igual al radio de 


% (es decir a la distancia del punto 2 2 la FA). 


Y 
Z-Zp 


La G( ) proporciona lo que se denomina la parte singular (o 


simplemente la característica) del desarrollo de Laurent relativo al punto 
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singular aislado Zo; la P(z -2p) se llama, en cambio, la parte regular 


de tal desarrollo, 


12 - SINGULARIDADES POLARES. 

Demos algunos teoremas relativos a las singularidades polares. En tales teore- 
mas queda sobreentendido que se considera un campo conexo A , un punto del 
mismo Zg yuna función holomorfa en A - Zq; será además indicado con Co 
al máximo círculo abierto que tiene centro en Z, Y está contenido en A . 
1-Condición necesaria y suficiente para que Z¿ Sea un polo 
de orden n esque exista, finito y distinto de cero el límite 

im ze [2 -zy E) 1. (1) 
Dem. La condición es necesaria. Si Zy es para f(2) un polo de 
orden n , vale la (3) del n% precedente, de la que sigue: 
(2 -2p)" 12) =2a,( OS A 
n+k 
+09 + ala 2) > (po , 22€ Cp) -2p). 

Por lo tanto, teniendo en cuenta que la serie de potencias aquí indicada converge 
uniformemente en todo círculo cerrado de centro zo contenido en Co (lo que 
permite efectuar, término por término, el pasaje al límite para z — zp ), se de 
duce 

En [Ge -2p"f2)]=2,%0 . 

La condición es suficiente, Indicando con 1%0 al límite (1) y con- 
siderada la función g(z)= (z - 2)” t(2) , es obvio que g(z) es holomorfa en 
A - Zg ; pero, como existe finito el límite Sa g(z)=1 , tal función resultará 
también holomoría en el punto zp , cuando se imponga g(zp)=1 (9% 10, teor, 


TI) . En el cfreulo Co la g(z) esentonces desarrollable en serie de Taylor 


con punto inicial Zo: 
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(a -1) 
8(2) =1 +8 (20) (2 -2p)+....+ e (z DES + 
(n) 
5 slo A E E 
sigue, entonces 
dea gl) _ 1 A IA 
Ca a a 
a ) 
ds 1 g(zo) 
a a PERS 


y, como 1%0 , esta fórmula muestra que para f(z) el punto Zy es un polo 
de orden n ,quees lo que queríamos demostrar. 


I -Condición necesaria y suficiente para que 2 Sea un polo 


para la función f(z) es que resulte 


lim f = E 2) 
PEN (2)1 =+ os (2) 
Dem. La condición es necesaria. Si zo es un polo, llamando n 


al orden del mismo, se tiene por el teor, precedente Am, ES 2) 11 =1 4 
"0 
0 , y entonces 
h n 1 

li f = li lz - I£()! )y= 

E (z)1 2 21 1£() 215 pes 
La condición es suficiente. Si vale la (2) existe un entorno circular C 
de Zo tal de tenerse f(z)40 en C - 2 . Por otra parte la (2) implica 


=0 y, por lo tanto, (n% 10, teor. MI) la — resulta holomor= 


di Y 
pa 2) T2) 1(2) 


faen C cuando se le imponga que sea nula en z La tiene así un 


E 
Es (2) 
cero en el punto Zy , concierto orden n , de modo que (n% 10, teor. IV) exis 


te finito y distinto de cero el _lim Mo li E A, Re- 


= lim = 
4—Zg (2-29 229 (2 -2pP£(2) 


sulta así que también existe finito y distinto de cero el lim, [(2 - 2)" £(2) 1= 0 
O 

de donde (teor. 1) el punto Z¿ es para f(z) un polo de orden n , que es lo 

que queríamos demostrar. 


Nótese que la última parte del razonamiento recién hecho prueba que si 0) 
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tiene un cero en 2, de orden n , f(z) tendrá en el mismo punto un polo de or 


den n ;pero vale también el viceversa puesto que de Jimi (2 - 29)" E(2) J=1%0 
0 


se deduce la existencia de un entorno circular C de Zo tal queen C -Zz¿ re- 


1 


sulte f(z) 0 y, por ende, la holomorfía de Ta en C, y como otra conse- 
e 
1 4 1 
drá A e =L 
cuencia se tendrá lim 2. E 0 «7 , 40 y, de aquí, 


(n% 10, teor. IV ) el punto Z( es efectivamente un cero de orden n para o” 


Podemos entonces enunciar: 
M -Condición necesaria y suficiente para que el punto Zy sea 


para f(z) un polo de orden n es que el mismo punto sea un 
.* 
un cero de orden n para'la función recíproca 4-0 
Mostremos una simple aplicación de los teor. precedentes. La función tg z = 


e =- z es holomorfa en el campo que se obtiene a partir del plano privándolo de 


los puntos a = (+ , (k=0,+1,12,.....) . Para uno cualquiera de es- 
tos puntos se tiene 
e senz_,_ 
| C-2) sl" 
Z -2%k 


=sen 2, lim FS o Ea di 
kz2=% 050 e 2924 E 2k- (a 2 e. A 


Cos 2 + (-sen 21) (z =2i) + 2 


AE AAA 
sen Zy ¿Am 


—?k  (-sen 2) ta) E (z a SO 


" 


1 =z - 
sen Zy y in, = 1 


—% sen 2 + HA (2 2)? 


, 


6) 'Entonces'las singularidades polares desaparecen al pasar de la £() alla mE Estas u 
na propiedad característica de las singularidades polares. En efecto: si 24 “es un punto singu- 


lar aíslado de 'f(2) y no lo es más para la función E, debe existir, determinado y finito 


el Jm, my = ? -Nopuedesser A -/0 pues, enese caso, “existiría también determina- 


do y finito el Jim ft) == yelpunto 2y Wno:sería singular para (2) —. Entonces, es A- 
=0 , de lo que sigue la (2) y, sucesivamente, que 2, “es un polo de (2). 
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y entonces, por el teor. 1, los puntos Z, Son todos polos de 1% orden para la 


función tg z , resultando además (teor. III) ceros de 1% orden para la función 


1 
tgz 


=cotg z 


13 - SINGULARIDADES ESENCIALES. 

Como en el n* precedente supongamos que A sea un campo conexo, Zy un 

punto de A y f(z) una función holomoría en A -Z¿ ; Supongamos, además, 
que Z(¿ seaun punto singular esencial para f(z) . El estudio del 
comportamiento de f(z) en las proximidades de Zo requiere desarrollos más 
profundos que los ya hechos y de un carácter elevado que no expondremos en este 
volumen; nos limitaremos a enunciar, sin dar la demostración, el teorema que re 
sume tal estudio, es decir, el célebre teorema de Picard: 
I Si Z¿ ¿es un punto singular esencial para la función f(z), 
fijados arbitrariamente un número w (excluido a lo sumo un 
valor excepcional A ) y un entorno circular (del punto Zo» 
existen en C infinitos puntos z en los que la función  f(z) 
asume el valor ww. 

Este teorema pone en evidencia el modo extremadamente complicado con que la 
f(z) se comporta en las vecindades de Z¿ :en todo entorno de 2 » Por peque- 
ño que sea, la f(z) asume todos los valores posibles, excluido a lo sumo uno par 
ticular., 

q 

Ilustremos el teorema de Picard con un ejemplo, considerando la función e? 
que, como ya sabemos (n* 11), tiene una singularidad esencial en z=0 


Esta función no asume jamás el valor cero (existe, entonces, en este caso el va- 


lor excepcional mencionado en el teorema de Picard y se tiene A =0) , Para.es- 


tudiar el comportamiento de la función en las vecindades del punto Z=0 , ponga- 
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mos - =5=E+in , y observemos que la función e3 , siendo periódica 

con período 2 wi , asume todos los valores posibles, excluido el cero, en toda fa- 
ja Sy delplano (£,»n) del tipo 

2" <¿n<2k+1)e , (x=0,£1,22,....) . (1) 

Para ver cuáles son las figuras que en el plano (x,y) de la variable z  co- 


rresponden a tal faja, observemos que de la 


ds Po 1 y AA4y 
SA o 


sigue 


BC 


+ y 
Resulta así que a la recta n =2kx corresponde la curva de ecuación 


2k xi pe + y) +y=0 , vale decir, una recta (eje x) si k=0 ,ouna circunfe- 
rencia tangente en el origen al eje x, con centro en el punto (0 al . 5 
kX0 , Por lo tanto, a una faja Sk corresponde en el plano (x,y) el dominio 


Sk comprendido entre dos consecutivas de tales curvas (véanse fig. 77 y 78) , Se 


bi 

3d 

Sa 
PE 

S; 
ES 

So 

5 

) 

Ss 
-2H 

S 


ASA 
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El 
ye inmediatamente que, cuando crece | kl, 
estos dominio Sk resultan siempre más 
pequeños y se acumulan alrededor del o- 
rigen, Como la función e? asume to- Ss, lo Cl 


dos los valores posibles (excluido el cero) 
en cada una de las fajas >. la A 


asumirá todos los valores posibles (cero 


excluido) en cada uno de los citados domi- 


nios Sk . Se ve, por lo tanto, que en un 
entorno arbitrariamente pequeño del pun= Fig. 78 
to z=0, la e? asume todos los posibles valores (reales o complejos), exclu 


ido el valor excepcional cero, Se ha verificado perfectamente elteorema de Picard, 


14 - RESIDUOS; FUNCIONES CON PUNTOS SINGULARES AISLA- 
DOS, 


Sea A un campo conexo, Z(¿ un punto de A ylafunción f(z) , holomorfa 
en A- Zo» tal de tener Z¿ Como punto singular aislado (polar o esencial). Con 
siderado el desarrollo de Laurent relativo al punto Zo» fijemos nuestra atención 


sobre el coeficiente a (eventualmente nulo) de tal desarrollo, Tal 


coeficiente será denominado el residuo de la función f(z) en el pun- 


to singular aislado z¿ que, por una conocida fórmula [la (4) del n% 


5_7 viene dado por 


1 
as TÚ E f(z) dz (1) 


donde Y indica cualquier circunferencia de centro Z¿ contenida en el máxi- 


mo círculo C'» de centro zp» contenidoen A. 
. 
Si el punto Zy es un polo para f(z) ,elcálculo del residuo ay Pue- 


de efectuarse sin aplicar la fórmula integral (1) . En efecto, llamando n al or- 
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den del polo, sabemos que se tiene 
a 


a a - pS 
a a (a-zy., 


zoo apo 


(Lt 0, EC» -20) 
y entonces, 


-1 ee. 
(z 2 12) =2,+2,, =p) A... +a¡Q Ne + ? a (a -2,) + 


EC). 


En esta fórmula el segundo miembro es el desarrollo de Taylor de la función in- 


dicada en el primer miembro; de ahí que 


1 qn-l n (2 - 20)” £(2) E 
| a = LEAR" a 
La m-1D! dz [€ -2) 1] 2=2, pe (n - 1): d 


(2) 
En particular, si se trata de un polo de 1% orden resulta 
a, = [0 - 2) (2) ] E a, [2 - zp ft) 1. 
z= zo 
Antes de dar el denominado teorema de los residuos, que es de gran importancia 
aplicativa, nos conviene introducir otro concepto. Se dirá que f(z) es una función 
de puntos singulares aislados en un campo conexo A dado 
cuando exista en A un conjunto (no vacío) N totalmente formado por puntos ais 
lados, carente de puntos de acumulación pertenecientes a A , tal que f(z) sea 
pe 
holomorfa en el campo A nl ) y que todo punto de N sea un punto singular 
e)! 
aislado de  f(z) E 


Por ejemplo, la función tg z (vern" 12) es de puntos singulares aislados en 


o S ; 
(*) Que ciertamente es conexo, como no es difícil persuadirse. 


(%) Todo punto zy € N pertenece a un campo Ag tal que f(z) resulta holomorfa en —Ap- 
- zp ;porlotanto zp se encuentra en las condiciones mencionadas al comienzo del N911 y 
tiene sentido pedir que tal punto sea para f(z) un punto singular aislado. 
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todo el plano. 


Tras esta definición, he aquí el anunciado teorema de los residuos: 


I-Sea f(z) una función de puntos singulares aislados en un 
campo conexo dado A 


Sea D un dominio regular conte - 


nido en A tal que su frontera FD no contenga ningún pun 


to singular de f(z). Si 


designamos con  2y, Zp,..., 2) 2 los 


> 
puntos singulares que son interiores al pe y con R(2/),R(27), 


R(2p) a los residuos de f(z) en tales puntos, se tendrá 


1 e 
21 f, 0 dz = R(z,) + R(27) ho. + Rp) + 


Dem. 


(4) 


Con centro en los puntos Z,, Zy,..., Zo tracemos p circunferen- 


cias ro Pr, 


P interiores a D yexteriores una de la otra, Sea  D' 


circunferencias; tal dominio está eviden- 4 


y Ñ 
temente contenido en un campo en el que e VR Ñ BS 
LC, 


f(z) es holomorfa y de ahí que, por el 


primer teorema de Cauchy, se tendrá 


DN 
EN 


A = 
pr, 1 dz NA 


o sea, 


A f £(z) dz + E f(z) dz) = 0 
2 dp El, 


Sigue 


. bi 
(*) El número de tales puntos es necesariamente finito (eventualmefite nulo). En efecto; de — ser 
infinitos, por el teor. de Bolzano - Weierstrass su conjunto admitiría en D (y como conse — 
cuencia en A) un punto de acumulación, contradiciendo la hipótesis. Si p=0 , la integral 


(4) resulta nula de conformidad al primer teorema de Cauchy. La (4) comprende también al se 
gundo teorema de Cauchy, como es fácil verificar. 
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y, Puesto que en virtud de la (1) la integral = le f(z) dz proporciona el re- 
siduo de la f(z) enel punto Zg +» se obtiene la (4) Al es lo que queríamos 
demostrar. 

Este teorema de los residuos tiene muchas aplicaciones en el cálculo de las in- 
tegrales definidas, como se verá mejor en las ejercitaciones, Deseamos sin em- 
bargo ilustrar desde ya su alcance con un ejemplo, 

Sea f(x) un polinomio de grado n 72 de la variable real X  ,Caren- 
te de raíces reales (si tiene sus coeficientes reales esto exige que su grado sea 
par); sea además g(x) otro polinomio de grado no superior an-2, primo con 
Ex). 


La función racional es sumable en [ -oo, +00] puesto que es conti- 


nua y, para x-—. oo , resulta infinitésima, por lo menos, de 22 orden: dese- 
amos calcular la integral 
oo 
(Xx 
f CA (6) 
oo Le) 
Con tal motivo introduzcamos una variable compleja z=x + iy y considere- 


mos los polinomios f(z) , g(z) . Indiquemos con 2, Za, 


+. (p< n) 
la raíces de f(z) que caen en el semiplano y>0 (si f(x) tiene sus coeficien 
tes reales será ps 0 y, con centro 
en el origen, tracemos una semicircunfe 


rencia Y, situada en el citado semi- 
max 1%k1 

k=1,2,..,P 

£(z) 
g(z) 


singulares aislados en todo el plano, y el 


plano, conunradio ? > 


La función racional es de puntos 


SS 
xt 


semicírculo C contiene los puntos 


singulares Zy, Za, 


en su in- Fig.80 
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terior“) , Mientras que ningún punto singular está sobre FC . Podemos enton- 


ces aplicar el teorema de los residuos y escribir 


Est 8(2) ES 

21 Hof) dz R(z1) + R(Z,) +.o.+ R(2.) á (6) 
donde R(z,) , Rí(Zo),..., R(2p) son los residuos de la función a integrar,en los 
puntos 27, Zo,..., Zp - La (6) equivale obviamente a la 


? 
Í, OE dx L, or dz = 2 ni R(2,) + R(29) +...+ R(2p)] 


Realicemos ahora un pasaje al límite para P — +00  , Observemos que el 
2 miembro no depende de P? y que el límite de la 1% integral es obviamente la 
integral (5) , por lo que se encuentra 

” gx) g(2) E 
des ON dx + pa, e dz=2 xi [R(z,) +R(L) +... + R(2p)] 7 (7) 
Para calcular el límite aquí indicado observemos que, poniendo 
8l2) _ baaa. + 2 


£(2) aia nl, + 
0 1 ce. +2 
se tiene 


el didg= 


A as j- brea (Pei0) 73... + bo 
m Z= m, 
To) 2) O ay(rcio)n +8 (Pei0 OL... +0, 


-1 y 
a rd opa tr el 9071) 


=i lim TT CP a 
E >= de ay+taj(? ) +...+2 (Pel Fe 
Entonces, de la (7), sigue 


0 gíx > 
[Fa 2mi1Ra)+ Rap +... + RE] (8) 
g(2) 
f(z) 
singulares (polos) Zj, Lore, zo que caen por encima del eje x . 


donde, repetimos, R(2,), Pe en los puntos 


Sea R(zp) son los residuos de 


Por ejemplo la (8) proporciona 


LA 


(€) Tales puntos son polos (véase el n% sucesivo). 
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" 

E 

puesto que los ceros de +1 que caen por encima del eje x son z=.0e an 
Zzy= e SE tales puntos son polos de 1% orden a la función z 

25 , p po! par: E Y, 


usando la (3) se encuentra fácilmente 


3n 
1 A Al 
R(z,)= =le E 
E pes] 4 ay > 
4 
Ryo Apdo 
am * 4 y2 


15 -FUNCIONES ENTERAS Y FUNCIONES MEROMORFAS. 

En este n% deseamos indicar dos locuciones que son muy usadas en la teoría de 
las funciones holomorfas, 

Se dice que una función f(z) esunafunción enterá cuando es holo- 
morfa en todo el plano, Para definir una función entera basta partir de 
una serie de potencias que tenga radio infinito; viceversa, el teor. 1 deln% 6 nos 
dice que, dada una función entera f(z) , su serie de Taylor, con un punto inicial 
arbitrario zp , tiene radio de convergencia infinito y suma igual a f(z). Entre 
las funciones enteras se encuentran los polinomios (cuando la citada serie 
de Taylor tiene solamente un número finito de coeficientes distintos de cero). Las 
funciones enteras que no son polinomios son también llamadas trascendentes 
enteras; tales son las funciones e? , COSZ, SsenZz, 

Pesa ahora f(z) una función de puntos singulares aislados en todo el plano; se 
dice que la misma es meromorfa si tales puntos singulares son todos po-= 
los. Porejemplo, una función racional queno sea un polinomio, vale 


decir, una función del tipo 
aa, 
12) = ———_—_____—_____—__—. (con my 


= a a 30,n>0,2,%0,bp%0). 
bp? +b,z +... +D, 


con los polinomios indicados primos entre sí, es una función meromorfa, 


Tal función tiene como polos las raíces Zj, Zp,..., 2» (p <n) del polino- 
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mio denominador, con órdenes iguales a las multiplicidades >? 0 Y gai Pp? 
Or + ate. + 7 p =n) respectivamente, de tales raíces, como se ve inmediata 

Y1 v2 > 
.mente escribiendo el denominador en la forma bye 2) (2-29) %...(2- Zo) ; 


y aplicando el teor. Ideln% 12 , 


sen z cos z 


, cotgz= son tambiénfunciones mero- 
Cos z sen z 


Las funciones tg Z= 
morfas (con infinitos polos). 

Estos ejemplos caen dentro del siguiente teorema general; 

1 - El cociente de dos funciones enteras, si no es una función 
entera, es una función meromorfa. 

Dem. Dadas dos funciones enteras f(z) , g(z) , consideremos su cociente 
F(z) = tar . La F(z) será evidentemente holomorfa en el campo conexo obten+ 
do privando al plano de los eventuales ceros de g(z) . Si tales ceros no existen, 
la F(z) es una función entera. Si existen, en cambio, ceros de g(z) sabemos 
que forman un conjunto de puntos aislados carente de puntos de acumulación; con- 
siderado un zo de tales ceros y llamando con n .: su orden, sabemos además 
que existe un entorno circular oportuno C de zo tal que en él puede indicarse 


8(2) = (2 - zp) Y (2) , con p(z) 40 . Sigue que, para z€ C -2p puede escri- 


f(2) á n (zp) 
birse Fl2) = ———_ 7 ydeducir lim (z- zp) F(2) =——=, 
(2-2) $(2) E==>2p, y (zp) 


donde, si 5] 40, el punto zo resulta para F(z) un polo de orden n 
(teor. 1 del n% 12). Queda por analizar qué sucede si f(Z0) = (0; en ese caso 2, 
es un cero de f(z) con cierto orden m y, restringiendo eventualmente CU pue 


de ponerse  f(z)= (z - zp)" GQ (z), con p(z) 40 (para z< C). Se deduce 


2, man p(z) 
F(z)= (2 -z —=, (EC-z . 
(2) = (2-2) y) ( 0) ds 
Si n >m se tendrá entonces, lim  Í(z ES F(z) ]= 22) 0 , de 
20 Y (zp) 


donde Zy espara F(z) un polo de orden n-m .Si m>n seten- 


drá, en cambio 
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| 260 simon 
lim_ F(z)= Dzo) 
0 
0 simo>n , 
de donde Z¿ no resulta punto singular para F(z). En definitiva es 
obvio que la F(z) resulta entera o meromorfa, que es lo que queríamos demos- 
trar. 
16-EL PLANO COMPLEJO DOTADO DE PUNTO AL INFINITO 
(ESFERA COMPLEJA) . 

Sea f(2) una función holomorfa en un campo conexo dado A , Si A es no 
acotado se presenta de modo natural la cuestión de estudiar el comportamien 
to de f(z) cuando el punto z ,variandoen A , se aleja indefinidamente, 

Para tal estudio es oportuno (como resultará a posteriori de los sucesivos n% 17 
y 18) imaginar al plano complejo dotado de un único punto al infinito 
(Z2= 00). 

¿Cómo puede imaginarse al plano con un solo punto al infinito? Se puede obtener 
una imagen intuitiva recurriendo a la denominada provección estereográ- 
fica de la esfera. 

En el espacio cartesiano (Xx,y,u) con 
sideremos la esfera que tiene centro en 
el origen O yradio 1 , y designemos 


con N al punto en que dicha esfera es 


atravesada por el semieje positivo u . 
Si P esun punto cualquiera del plano 


(x,y) , larecta NP tendrá con la esfe 


ra una y solamente una intersección dis- 


tinta de N : la que se produce en un pun 
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to P' , Viceversa, tomado un punto P' de la esfera, distinto de N , la recta 
NP' encontrará al plano (x,y) en uno y solamente un punto P , Nace así una 
correspondencia biunívoca entre los puntos P del plano y los puntos P! de la 
esfera, con una sola excepción: el punto N de la esfera no tiene ningún corres- 
pondiente sobre el plano (x, y) 

Sigue, pensando P como imagen de un número complejo z , que la totalidad 
de los números complejos puede también representarse por los puntos de la citada 
esfera privada del punto N 

Con el objeto de eliminar esta excepción, podemos observar que a los puntos P' 
de la esfera muy próximos a N  coresponden puntos P del plano muy alejados 
del origen, es decir, números complejos z de módulo muy grande; de esta ob- 
servación surge la oportunidad de hacer corresponder al punto N de la esfera el 
valor oo dela variable compleja z . 

Por eso, de ahora en adelante, imaginaremos agregado al plano complejo un uni 
co punto al infinito, el que podrá pensarse como imagen de z=o00 , Si se desea 
tener una visión intuitiva del plano complejo asi concebido bastará pensar en la re 
presentación de los números complejos mediante los puntos de una esfera del mo- 
do antes precisado; para esta esfera usaremos el término esfera compleja, 

En tal representación el número z= oo tiene como imagen al punto N yto- 
da calota esférica (abierta) que contenga a N puede denominarse entorno 
circular de z= co , Pasando al plano complejo, a tal calota le correspon= 
de el campo constituido por los puntos exteriores a un efeoió NY de modo que en 


(*) Se demuestra fácilmente que a cada circunferencia de la esfera, que no contenga a NM, co 
rresponde una circunferencia del plano (x,y) . Un simple cálculo muestra, en efecto, que a 
P(x,y) le corresponde sobre la esfera el punto P' de coordenadas 


23 y Y e xy? 
x24y2+1 Y" ya x2y21 


x= 
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el plano complejo puede llamarse entorno circular de z= eo al campo constituido 
por los puntos exteriores a cualquier círculo. 
Estos entornos circulares de z= 00 , considerados en el plano complejo sin 
el punto al infinito, son campos no simplemente conexos; considerados, en cam 
bio, en el plano complejo con punto al infinito resultan ser simplemente conexos 
(como los entornos circulares de cualquier otro punto), De esto nos convencemos 
inmediatamente pensando en las correspondientes imágenes sobre la esfera comple 
ja. 
Mostraremos en seguida lo oportuno de la convención introducida, analizando una 
transformación lineal de la variable compleja z en otra variable com- 


pleja z! , es decir, una transformación definida por una fórmula del tipo 


az+b 
cz+b 


zl= (con ac-becx0). (1) 


La (1) es unívocamente invertible en la 


As dz! +b (2) 


cz' -a 


y de ahí que establezca una correspondencia generalmente biunívoca entre los pun- 


tos del plano complejo z y los puntos del plano complejo z' . Si tales planos 


son considerados sin punto al infinito, y si cf 0, pueden presentarse excepciones 


a tal correspondencia y, precisamente, al punto z=- a del plano z nole co 


rresponde ningún punto del plano z' , mientras que el punto z'= 5 del plano 


no es el correspondiente de ningún punto del plano z . Perode las (1) , (2) 


de donde, si P! describe sobre la esfera una circunferencia que no contiene N(0,0,1), vale 
decir, si P' , además de moverse sobre la esfera, se mueve también sobre un plano ax! + 
+by!+cur+d=0 ,con c+d%0 ,elpunto P describirá en el plano la curva de ecuación 


>>. 2 x2y 2 
TA e re il 
*Zyza xy Za + xy! a 


osea, (erd) (x2+y?) + 2 ax + 2by - (c -d)=0 , que es lo que queríamos demostrar . 
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i =2 =-4 2 
A obviamente que zi e PES EE de lim  (2'=+00 


lim 
| Z|—= +00 
Zo» 


lim |z|=+00 y esto nos sugiere eliminar las excepciones precedentes  imagi 
2 

z— 
C 


¡mando cada plano dotado del punto al infinito y conviniendo en hacerle corresponder 
al punto z= -d , el punto z'=0o ,yal puto z=0oo ,el punto u=Z, 
Con esto la correspondencia entre los dos planos resulta biunívoca sin excepciones. 
Esto vale también en el caso c=0 enel que obviamente deberá considerarse que 
a z= oo le corresponde z'= oo , 

La correspondencia biunfvoca definida por (1) entre los dos planos (dotados, ca 
da uno de punto al infinito) implica una correspondencia análoga entre las dos esfe- 
ras complejas, 

Dejamos al lector demostrar que, en tal correspondencia, las circunferencias 
de una esfera son transformadas en circunferencias de la otra esfera, 

Observemos, todavía, que si cx0, la (1) puede obtenerse realizando sucesi 


vamente las siguientes tres transformaciones lineales de tipo particular 


z=0cz+d , (3) 
mz - 0) 
mi Dead 22+ 2 . (5) 


La hipótesis cx 0 expresa que la (1) hace corresponder a Z= oo un punto 
distinto del punto al infinito del segundo plano. Es obvio, por otra parte, que la (3) 
y la (5) dejan fijo el punto al infinito y solamente la (4) lo traslada (a Z;¡=oe 
le hace corresponder el z¿=0 ). Por lo tanto deseando considerar transforma- 
ciones lineales que trasladan el punto al infinito del plano, no es restrictivo limi- 


tarse a considerar la transformación particular 


Who. (6) 
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Es obvio que la (6) transforma el entorno circular |z|> P? del punto z=0oo 
en el entorno circular | Z'] < E del punto z'=0 . 

17 -COMPORTAMIENTO DE UNA FUNCION HOLOMORFA EN EL 
PUNTO AL INFINITO. 

Sea f(z) una función holomoría en todos los puntos finitos") de un campo A 
conexo y no acotado; propongámonos estudiar el comportamiento de f(z) en 
el punto z= oo . Nos limitaremos a estudiar los casos análogos a los ya exa- 
minados cuando se trataba de un punto Zo finito, es decir, el caso de holomorfía' 
y el de punto singular aislado. Recordemos que en estos dos casos existe un entor- 

' no circular C de zo tal que la f(z) resulta holomorfa en Coen C- 20; 
sigue, entonces, que para el estudio que nos hemos propuesto deberemos suponer 
que el citado campo sea tal que contenga todos los puntos finitos de un entorno cir- 
cular de Z= oo , Se ve inmediatamente que esto equivale a requerir que los 
puntos finitos de la frontera de A constituyan un conjunto 
acotado, 

Conviene hacer otra observación preliminar. Si se realiza sobre la variable 2 
una transformación lineal 

a HAD, ado tO, 
la f(z) se transforma en la g(z')= (e ) . Suponiendo cX0 ,si zp es 
Hin punto de holomorfía (o singular aislado) para f(z) yes Zo A 2 , Se ve inme 
diatamente que el punto correspondiente zo (que es finito y A - ES) es punto de 


holomorfía (o singular aislado) para gray 


(*) Indicaremos, abreviadamente, con la locución punto finito a todo punto del plano dis= 
tinto del punto al infinito, 

(*) Es también fácil ver, valiéndose de los teoremas de los números 12 y 13 , queun polo 
de orden n se transforma en un polo del mismo orden y que un punto singular esencial se 
transforma en un punto singular esencial, 
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Teniendo en cuenta que, por lo que se dijo al final del no precedente, basta consi 
derar la transformación lineal particular z= F , daremos las siguientes defini 
ciones: 

Sea f(z) holomorfa en un campo A conexo, no acotado y con frontera acota- 
da; diremos que el punto Z= oo es para f(z) un punto de holo 
morfía, o un polo de orden n , o un punto singular esencial 
según que el punto z'=0 sea, para la función gn =tt), un 
punto de holomorfía, un polo de orden n , o un punto singu= 
lar esencial, respectivamente. 

En los tres casos reción mencionados existe un entorno circular C' de z!=0 
(contenido en el campo A' transformado de A) de modo que valen, respectiva 


mente, estos desarrollos: 


8(2)= ay+ aja a os (ue cr ; (1) 
la 2 “2 Cn 
8(2)= (a+ a+ ayu A.) + —y + 202 Pat a , 
(ap r0, ZE C'-0) ; (11) 
a a 
8(2!) = (97 + ajaja.) > L TA o (1m) 
z! 


(con infinitos coeficientes aA_¡ , Uy, +... distintos de cero , z' € C' -0), 
Pongamos ahora z'= L en estas fórmulas, con lo que la g(z') se transfor- 
ma en la gt) =f(z) , mientras al citado entorno circular C' del punto z'=0 
le corresponderá, en el plano z , cierto entorno C del punto z=>o0 (conte- 
nido en el campo A), Teniendo esto en cuenta, las (1'), (1') y (1) se transfor 


man, respectivamente, en las 


A A fEC); (29) 

a a 2 n m 

£(2) = (9% + te A/2+Ady 2H FA o, (21) 
z 


(a, %0,2EC-00) ; 
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Ea a La 2 a 
(2) = (99+ <Ñ e o 37 AA (2) 


(con infinitos coeficientes a» Lar, Ug.,... distintos de cero, zEC-coo). 


Conviene ahora poner 


CIA E=0,. 34. 32...) (3) 
y reunir las (2') , (2"), (27) en la única fórmula 
A TN TN (4) 


válida en un entorno CEA de 2= 00 ,conexclusión del punto z=>os cuan 
do al menos uno de los coeficientes 2,4%, 43 ,.... Sea distinto de cero. 

La (4) muestra que en un oportuno entorno de Z= oo del que eventualmente 
se excluya al punto z= oo ,la f(z) admite un desarrollo en serie bilátera de 
potencias (análogamente a lo que sucedía para un punto finito). Según las definicio- 
nes introducidas poco más arriba, podemos agregar que si en el segundo miembro 
de (4) falta la segunda parte del desarrollo, el punto Zz= oo es, para f(z) , 
un punto de holomorfía; si tal segunda parte es un polinomio a/2+ ayu? Hoc. + 
+a, 2 de grado n (A 40) , el punto Z= oo es, para f(z) , un polo de or- 
den n ;por último si la segunda parte es una serie efectiva (es decir si entre los 


coeficientes A, Agr Agos. existen infinitos distintos de cero), el punto 


Zz= oo espara f(z) un punto singular esencial”? E 

El desarrollo (4) será denominado el desárrollo de Laurent (o de 
Taylor , si falta la segunda parte) de la f(z) , relativo al punto z= oo ; 
la primera parte del segundo miembro es la parte regular, la segunda la parte 
singular. Obsérvese que ahora sucede lo contrario de lo que habíamos encontra- 


do en el caso de los puntos finitos: en este caso son las potencias de z con expo- 


(*) El lector verificará fácilmente que cada uno de estos tres casos presenta caracteres de inva 
riancia también respecto de las transformaciones line ales del tipo z'=az+b que transfor— 
man z= oo en z'= o 
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nente negativo las que forman la parte regular , mientras aquellas con 
exponente positivo dan lugar a la parte singular. 

Podemos también dar la expresión integral de los coeficientes a que figuran 
en (4) , ya que se obtiene fácilmente a partir de la de los coeficientes a L ue 
intervienen en las (1'), (1), (1) . 


En efecto; sabemos que 


a Ji 8(2') der 
O Pr 
donde Y'' es cualquier circunferencia con centro en z!=0, contenida en C!; 


Por la (3) se tiene, entonces, 


= o: g(2) a 
e EE ¡E La 
y realizando en la integral la sustitución z!= + Z'con lo que g(z') se transfor-= 
ma en Et) =f(z) y la circunferencia V ' , recorrida primeramente en senti- 


do positivo, en una circunferencia con centro en Z=0 , contenida en Cy reco 


rrida en sentido negativo 7 : 


El f(2) dz 
a Tal y ¿K-1 ( z2 ) 
o sea, 
Al £(2) 
sl, Era . (5) 


Esta es la expresión integral que buscábamos de los coeficientes UN del desa- 
rrollo (4) . Obsérvese que, en ella, Y indica una circunferencia cualquiera con 
centro en el punto Zz=0 que contenga en su interior a todos los puntos de la fron 
tera (acotada) del campo A . 

Se extienden inmediatamente al caso del punto z= oo muchos de los resulta - 
dos vistos en los n%S 9, 10, 12, 13, 14 en el caso de un punto Zo finito. 

Haremos ahora una reseña rápida de estos resultados, dejando al lector la tarea 
de desarrollar las simples demostraciones. 


Suponiendo que Z= oo sea punto de holomorfía para la función f(z) , se di-. 
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rá que dicho ..uto es para f(z) un cero de orden n cuando el desarrollo 


(4) (además de ser a, =a7=azg=.....=0) resulta a 


“A 1) * y an r0 . Condición necesaria y suficiente para que 
esto se verifique es que el a 12" £(2) ] exista finito y dis- 
tinto de cero (cfr, n% 10, teor. IV). 


Condición necesaria y suficiente para que z= co sea para 


f(z) un polo de orden n es que exista finito y distinto de ce 


. y 
ro el límite lim HOM ;o que sea lim | £(2) I= + 006? 5 o que 
Z—=0o Zn Z— 00 
Z= oo sea un cero de orden n para la función recíproca 
1 


Ke (cfr, n2 12, teor. 1, II, III). Si z= oo es punto singu 
lar esencial de f(z), en todo entorno del mismo vale la pro- 
piedad expresada por el teorema de Picard (cfr, n% 13), 

Se puede también dar la noción de residuo de la función f(z) en el punto 


z= oo .Enelcaso de un punto singular aislado zp finito ya se ha visto (n% 14) 
'0 


que el residuo R(Zp) está dado por 


2.wi 


R(2p) = +5 [| £(z) dz (6) 

DN 
donde Y' es una circunferencia arbitraria de centro 2, tal que todos sus pun= 
tos, como también los interiores a la misma (excluido Z¿) sean de holomorfía pa 


ra f(z) . Recordemos además que en (6) la Y se recorre en sentido anti- 


horario ,.es decir, de modo de dejar a la izquierda el punto considerado Zo y 


que R(z coincide con el coeficiente aj de en el desarrollo de 


) 1 
0 Z-Zp 


Laurent relativo a zp >. Para el punto Z= oo se dará una definición análoga y 


(*) Conviene aquí observar que, habiendo admitido el valor z= co entre los que pueden ser a 
sumidos por la variable z , no habría razón para excluirlo como valor de la función w= f(z) 
y, Por lo tanto, en un polo (finito o al infinito) se podría decir que resulta w= oo . En cierto 
sentido los polos no seguirían apareciendo como puntos singulares; sin embargo, nosotros no a- 
d>ptaremos aquí tal punto de vista. 
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se llamará residuo a una integral del tipo (6) extendida sobre una circunferencia 
con centro en el origen tal que todos sus puntos y los exteriores a la misma (con la 
exclusión eventual de Zz= oo ) sean de holomorfía para f(z) ; quedará entendido 
además, que Y sea recorrida de modo de dejar al punto z= co asuizquier- 


da, vale decir, en sentido horario . Se pone, entonces, 


R(oo) = 2 ei le f(z) dz, (7) 
que, confrontada con la (5) , pone en evidencia que resulta 
R(0)=-a, , 
o sea que el residuo en z= oo esel coeficiente de 2 enel correspondiente 
desarrollo (4) de Laurent, pero cambiado de signo. 

Nótese la diferencia con el caso de los puntos finitos: además del cambio de sig- 
no recién mencionado se tiene que el coeficiente en consideración a figura en 
la parte regular del desarrollo (4) y no en la singular, con lo que R(oo) 
puede ser distinto de cero aunque Z= oo sea punto de holomorfía y puede ser 
nulo aunque Z= oso sea punto singular aislado, 

Volvamos a analizar la definición, dada en el n% 14, de función de puntos singu- 
lares aislados en un campo conexo dado A ,enelcaso que A sea no acotado, 
con frontera acotada. Puesto que en tal definición se prescindía del punto Z=os, 
la misma no excluía que el conjunto N de puntos singulares pudiese tener un pun 
to de acumulación en Z= oo ., Si debemos ahora tener en cuenta al punto z= oo 
como formando parte de A , se debe excluir tal eventualidad y entonces se dirá 
que f(z) es de puntos singulares aislados en un campo conexo dado A ,noaco- 
tado con frontera acotada, cuando existe en A un conjunto no vacío N (que com 
prende eventualmente el punto z= oo ) totalmente formado por puntos aislados y 
carente de puntos de acumulación (finitos o al infinito) pertenecientes a A , de for 


ma tal que f(z) sea holomorfa en A-N yque cada punto de N sea un punto 
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singular aislado de f(z) . Por ejemplo, la función tg z noes de puntos singula 


res aislados en el plano dotado de punto al infinito; lo es, en cambio, la función 


1 


en el mismo plano, privado del origen, 
sen + 


Podemos ahora completar el teorema de los residuos del n% 14 con el siguiente 
teorema exterior de los residuos: 
I-Sea f(z) una función de puntos singulares aislados en un 
campo conexo dado A no acotado y con frontera acotada, Sea 
D un dominio regular tal que su dominio complementario) p! 
pertenezca a A y que su frontera YD no contenga ningún 
punto singular de f(z) . Llamando Zqr Zgro ++, 2p a los puntos 
singulares finitos exteriores a pe” y R(21),R(29), +... R(2p) a 


'sus residuos, se tiene 


ml 1er dz = IR) + R(2)) + .... +R(2) +R(0o)] . (9) 
+F D 


Dem. Con centro en el origen trazamos una circunferencia | Y que contenga 
en su interior al dominio D y los puntos N 

LL 
e z =x WO 


a 


() Eldominio complementario D' de D esla clausura del campo formado por los 
puntos exteriores de D .Decirque D'£ A significa que D contiene en su interior todos 

los puntos de TA 

(**) El número de tales puntos es finito puesto que, en caso contrario, habría en D' (y por en- 

deen A ) por lo menos un punto de acumulación finito o al infinito, contra la hipótesis. 


Con centro en estos puntos tracemos des 


pués otras p  circunferencias, exterio- 


res una de las otras, situadas en el exte- 


riorde D yenelinterior de Y , Con- 


sideremos ahora el dominio A (ver fig. 


19-82 
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B2) que tiene por fronteraa FD ylas p+1 circunferencias Y ,V a Wes 


PA dE p ¿en él la f(z) es holomorfa y, por el primer teorema de Cauchy, se tie 


ne 


2 "wi 


' f(2)dz=0 , osea, 
FA 


p 
arf £(=) da + +] 1d +) "¿| tejaz=0 
+1 -7D k=1 pl 


De aquí, 
: Í 4 - 
f(z) dz = ( +/ f(z) dz + AS f(z) dz) , 
2. =p mi br, 201), 


y ésta, teniendo en cuenta la (7) , equivale evidentemente a la tesis (9). 
Combinando el teorema de los residuos del n% 14 y el actual se obtiene de inme 

diato otro teorema; 

UH -Sea la función f(z) holomorfa en todos los puntos del pla-= 


no con excepción de un número finito de puntos singulares 


Zqr Zgro.., Zo finitos y, eventualmente, del punto Z=>oe , Bajo 
estas hipótesis la suma de los residuos de la  f(z) en tales 
puntos Zar Zar... 2, yen el punto Z=0e , resulta nula, 


Dem, Designamos con D a cualquier dominio regular tal que FD no con-= 
tenga los puntos Ey, Zgro.., 2y Y distingamos estos puntos en dos categorías: 
los interiores a D (que indicaremos con zh) y los exteriores (que indicaremos 


con zh). 


Por los dos teoremas antes citados se tiene 


1 f f(2) dz =Y “R(2t) o / f(2) da = - Y "R(21) -R(oo) ; 
2mi 7D Da h z 2 wi 7D DE k 
de las que, sustrayendo miembro a miembro, se obtiene la tesis, 


Agreguemos algún ejemplo sobre los conceptos expuestos en este n% , 


Un polinomio de grado n : 
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£(2)=2a9+aj2+a722+.... +22 S (27 40) 
tiene, evidentemente, en Z= oo un polo de orden n /'basta confrontar con (494 
en cambio, una trascendente entera (como e? ,“osz,senz) tienen, en 
Z= oo , un punto singular esencial, 


Dada una función racional 


ag” + aja sl +. 


O lo EA 
A byaR +by2Mú1 +... + by 


» (ayr0, byA0) 
se tiene 


S nm, _ 20 
a ES 


de donde, sim=n ,elpunto Z= oo es punto de holomorfía (no un cero); si 

m>n esun polo de orden m-n ; si m<n esuncero de orden n-m , 

18 - LAS FUNCIONES HOLOMORFAS CONSIDERADAS SOBRE LA 
ESFERA COMPLEJA; NOCIONES GENERALES SOBRE PUN=- 
TOS SINGULARES, 

Teniendo ahora la posibilidad de tratar al punto Zz= oo del mismo modo que a 
los puntos finitos del plano complejo, la teoría de las funciones holomorfas ad 
quiere un aspecto más completo. 

Demostraremos, como primer cosa, el siguiente teorema de Liouville: 

1- Una función holomorfa en todo el plano complejo (compren- 
dido el punto Z=o=) es una constante. 

Dem. Una función f(z) tal será, por empezar, una función holomorfa en to- 
dos los puntos finitos, es decir, será una función entera, Por lo tanto, en los cita- 
dos puntos, la f(z) podrá representarse mediante una serie de potencias del tipo 


f(2)=9, +2,2+a,2%+ eE es > (1) 


En particular este desarrollo vale para los puntos de cualquier entorno de Z=0o; 
pero, por hipótesis, la f(z) es holomorfa también en z= oo y de ahí que en 


(1) deba faltar la parte singular a/z+ age” Pia (es decir, deba ser a¡= 
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FAYr cm. = 0). Sigue f(z)= 2, » ue es lo que queríamos demostrar, 

Este teorema nos dice que si f(z) es holomorfa y no constante , en un 
campo conexo A de la esfera compleja S ,elcampo A nopuede coincidir 
con S yno hay modo de prolongar f(z) en toda la esfera S , 

Se puede demostrar que a toda función f(z) holomorfa en un campo conexo da-= 
do A es siempre posible asociarle, por lo menos, un campo conexo Q 23A y 
una función g(z) holomorfa en £  , de modo que la g(z) seala prolonga- 
ción de f(z) en N yquela g(z) no sea prolongable fuera de Q o . En 
otras palabras: a toda función holomorfa f(z) puede asociársele al menos un 
campo máximo de holomorfía (2  ,esdecir, un campo conexo en el 
que la función admita una prolongación que no sea ulteriormente prolongable. 

Individualizado un campo como el mencionado, $2 , y considerado en él la pro 
longación de la  f(z) L que continuaremos indicando con 1(2)_7 , Podemos de- 
cir que si la f(z) noes constante, el campo £2 no puede coincidir con S y de 
ahí que la frontera Y $2 no puede ser vacía, Los puntos de 7 (2 se denominan 
puntos singulares dela f(z) yentonces: una función holomorfa 
no constante admite, por lo menos, un punto singular, otam- 
bién, las únicas funciones holomorfas carentes de puntos sin- 
gulares, son las constantes, 

La definición de punto singular que aquí hemos dado es relativa a la elección del 
máximo campo de holomorfía y tendrá, por ende, significado intrínseco solamente 
en el caso que $2 resulte unívocamente determinado. Esto sucede, por ejemplo, 


cuando la función holomorfa está definida a priori en un campo conexo A sin po= 


() Puede ser que Q =A, f(z) = g(z) ; esto sucede cuando f(z) noes prolongable fuera de 
A. 


XXXI - 18 » 508 
sibilidad de prolongación (o sea, como se dice en este caso, que esta definida 
en grande ) ¿es obvio, entonces, que QQ =Al) . Pero hay casos en que la 
función holomorfa está definida en pequeño (es decir de modo que sea posi- 
ble prolongarla fuera de su campo de definición A ) y entonces puede muy bien su 
ceder que el campo máximo de holomorfía $2 pueda elegirse de distintos modos; 
en tal caso el conjunto de puntos singulares de f(z) depende de la elección de Y , 
Demos, con referencia a este hecho, un simple ejemplo, En el campo A  defini- 
do por y >0 , considérese 
f(z)=log|z|+iArgz , con 0<Argz< *T e 

Esta función es holomorfa en A yes prolongable fuera de A ; loes, por e- 
jemplo, en el campo ( 0 obtenido privando al plano de los puntos (x < 0, y%X 0) 
y del punto al infinito, cuando se ponga en $, f(2)= log z (logaritmo  princi- 
pal) . Pero, fijado arbitrariamente un número a ,con 0<a<a, se la pue 
de también prolongar en el campo La obtenido privando al plano de los puntos 
para los que ArgZ=m+a , del origen y del punto al infinito, poniendo en tal 
campo 

f(z)=log¡z¡+iArgz , con -*+a <Argz <nrw+a , (2) 


= oo yaquellos para los que 


resultando entonces singulares los puntos Zz=0, 
Argz="r+a . 

Deseamos señalar que los puntos singulares aislados, que ya había 
mos considerado; forman parte de los ahora definidos, En efecto, si Z¿ es un 
punto singular aislado, cualquier campo máximo de holomorfía £Q contendrá to- 


dos los puntos de un entorno circular de zp , “on la exclusión de zo» de modo 


€) En todos los ejemplos hasta aquí considerados (polinomios, funciones racionales, trascen — 
dentes enteras, funciones meromorfas, funciones de puntos singulares aislados, logaritmo prin 
cipal) se verifica, precisamente, este hecho. 
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que 2, será seguramente un punto de "F (2 , más aún, un punto aislado de F Q, 
Viceversa, se ve inmediatamente que todo punto aislado de ia Y Q resulta ser 
un punto singular aislado según la definición dada en el n% 11 
Pero una función holomorfa puede también tener puntos singulares no aislados; 
se trata de los puntos no aislados de Y Q ,esidecir, de puntos tales que en cada 


uno de sus entornos caigan infinitos puntos singulares distintos. Por ejemplo, la 


función tg z tiene los infinitos puntos singulares aislados (polos) Z = (2k + ye, 


=0, 1, 2,....) y el punto singular no aislado z= oo ; la función 


sen z 


_ = 1, 2,...) y el punto singular no aislado 


tiene los infinitos polos z= En 


z=0 ;para la función (2) todos sus puntos singulares son no aislados. 
Observemos que si una función f(z) holomorfa no es idéntica- 
mente nula y Zy es punto de acumulación de ceros de la f(z), 


Z sería ciertamente un punto singular . Enefecto (ver n% 9) el 


0 
punto 2p debe pertenecer necesariamente a TY A. 

Podemos agregar que un punto de acumulación de puntos singula 

res es un punto singular (no aislado) ; basta, en efecto, pensar que 
TFN es un conjunto cerrado. 

Por ejemplo, una función meromorfa con infinitos polos (fi- 
nitos) tiene en Z=o09 un punto singular no aislado, puesto que 
el conjunto de los polos, no teniendo puntos de acumulación finitos, tiene necesaria 
'mente como punto de acumulación a z= oo , Conviene también observar que si 
la función meromorfa f(z) tiene, en cambio, un número finito de polos, el punto 
Z= oo puede ser un punto de holomorfía ejemplo: f(z) = 7 , O ser un polo 
Z ejemplo: f(2)=z+ 1 74 , O un punto singular esencial /'ejemplo: f(z)= $7 
Vale, además, el siguiente teorema: 


U -Si una función meromoría f(z) tiene en Z= eo un punto de 
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holomorfía o un polo, será necesariamente una función racio 
nal. 
Dem. La f(z) tiene necesariamente un número finito de polos. Sean Zi, 


sus respectivos órdenes. Multi- 


, %y úichos polos y Y ,,% 7, 


ls 


n 


plicando la f(z) por (z- ay” 1 se obtiene una función queen 2, tiene un 
punto de holomorfía; análogamente si se la multiplica por (2 E 2 NE 
¡- 2) . Entonces la función 
eto=tr-ap roo. (2 -2p)”” 162) (3) 
no tiene singularidades en puntos finitos, es decir, es una función entera. Si es ho 
lomorfa en Z= os , será una constante (teor. I) ; si tiene un poloen Z= ve , 
es un polinomio. Con respecto a ambos casos puede decirse que «(z) es un po- 
,linomio de grado > 0 yde ahí que de la (3) se obtenga que f(z) es el cocien- 
te de dos polinomios, es decir, una función racional, que es lo que queríamos de- 
mostrar, 

Es también importante el siquiente teorema: 

II - Sobre la circunferencia que limita el campo de convergen 
cia C de una serie de potencias E aa - 2 cae por lo 
menos un punto singular de la función CA f(x) , suma 
de la serie. 

Dem. Si así no fuera, cualquier campo máximo de holomorfía debería conte - 
ner CUTC , Entonces, el desarrollo local de Taylor de la f(z) con punto ini 
cial Z(¿ (que necesariamente coincide con la serie de potencias asignada) deberí 
a converger en el círculo abierto de centro Zo y radio igual a la distnacia de Zo 
a F Q ;peroesto es absurdo porque esta distancia es mayor que el radio de C, 
quedando así demostrado el teorema, 


Observemos, por último, una propiedad notable relativa a las funciones de pun- 
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tos singulares aislados; aún limitándonos a enunciarla en el caso más elemental, la 
misma servirá para poner en evidencia la importancia de la consideración de los 
puntos singulares en el estudio de una función holomorfa. Se trata del siguiente te- 
orema: 

IV - Si una función holomorfa f(z) tiene un número finito de 
puntos singulares, estará dada, salvo una constante aditiva, 
por la suma de las características de tales puntos. 


Dem. Recordemos, ante todo, (ver. n% 11) que si Zy es un punto singular 


1 


aislado de la f(z) , su característica esla parte singular G(7=z 


= ? es del relativo desarrollo de Laurent; recordemos, además, 
Z -Z 
0 


que tal característica es una función holomorfa en todo el plano, con exclusión del 


punto Z, . Análogamente en el caso del punto Z= ou (ver n% 17) en el que la 


0 
característica g(z) = a es holomorfa en todo el plano con exclusión del 
0 1 


punto Z= oo 


Dicho lo cual, supongamos que Z,, Zo,..., Zy y, eventualmente Z= oo , se 
a sn , ON 


dl 
an los puntos singulares y Gy Ez ,» Sa Ga se... Gl 
las respectivas características, Ahora, la función 
É 1 l + 
£(z) - Gy A) 7 (a) + Gol) > G(z) 
resulta holomorfa, evidentemente, sobre toda la esfera compleja, Por el teor, ] tal 
función será una constante, de lo que sigue la tesis. 
19 - ALGUNAS NOCIONES SOBRE LAS TRANSFORMACIONES 
PLANAS REGULARES. 

Supongamos tener una transformación puntual entre dos planos (x,y) y (u,v), 

es decir, tener dos funciones 
u=ux, y), 


(1) 
VA, , 
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definidas en un campo A del plano (x,y) , que hacen corresponder a cada pun- 
to (x,y) de tal campo uno y solamente un punto del plano (u,v) . 

Nos limitaremos a considerar transformaciones planas regulares, 
es decir, tales que verifiquen las siguientes hipótesis: las funciones ux,y), 
v(x,y), continuas con derivadas parciales primeras continuas 
en el campo A , tienen en éste su jacobiano di siem- 

9 (x,y) 
pre distinto de cero. 

Deseamos ante todo demostrar que, en tales condiciones, el conjunto  A!, 
lugar de los puntos del plano (u,v) que corresponden a los 
puntos de A , es también un campo. 

Fijemos en A un punto cualquiera Po Ko» Yp) y sea Po (Uy , vo) el punto 
correspondiente de A! ;de tal modo (Xp, Yg» Up» vo) será un punto solución del 
sistema 

u(x,y)-u=0, 
(2 
vV(x,y) -v=0. 

Bajo las hipótesis hechas el sistema (2) es, por el teorema de Dini, en un en- 
torno del citado punto solución (Xp, Yg, y, Vp) , univocamente resoluble con res 
pectoa x ya y . Esto significa que existen un entorno JE A del punto 
Pg (Xp + Yo) y un entorno I' del punto Po (Uy A vo) tales que a cada punto 
(u,v) € I!' se le puede asociar un y solamente un punto (x,y) € J de modo de 
obtener con (x,y,u,v) un punto solución del sistema (2) . Quedan, de tal mo- 
do, definidas en 1' dos funciones x=xX(u,v), y=y(u,v) (continuas con sus de- 
rivadas primeras) tales de tenerse 

u[x(u, v), y(u,v)] -u=0 X(U) » Vo) = Xy 
, (3) 
v[x(u,v), y(u,v)] -v=0 y(Uo , Vo) = Yo 


Sigue que todo punto (u,v) € I' pertenece a A' , ya que por las (3) éles el 
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correspondiente del punto [ x(u,v), y(u, JE JSA . Entonces el punto 
Po (Up, Vo) es interior de A' , y como esto vale cualquiera sea el punto 
Po € A' , se concluye precisamente que A' esun campo, que es lo que quería- 
mos demostrar. 

Observemos ahora que cuando (u,v) varíaen 1' ,elpunto [ x=x(u,v), y= 
= y(u,v) ] describe cierto conjunto 1 SE J ;demostremos que también 1 es 
un campo. 


El conjunto 1 es el correspondiente del campo I' en la transformación 


X = X(u, v) 


(4) 
y = y(u,v) 


definida por funciones continuas con derivadas primeras continuas y de ahf que, si 
probáramos que en I' resulta aio 70 , estaríamos en las mismas con- 
(u, V) 


diciones que estábamos con referencia a la transformación (1) ¡podríamos en ese 


caso decir que la (4) transforma campos en campos, de donde seguiría la tesis, 
2 (x,y) 


Pero que sea A 0 es fácil de demostrar pues basta tener en cuenta la 
relación 
lA 
a (u,v) a (u,v) ¿ 
9 (x,y) 


Podemos, entonces, enunciar el siguiente teorema: 
I-Sea la transformación plana (1) regular. Tomado arbitra 


riamente un punto P¿E A y designando con P' a su corres 
0 0 s. 


pondiente en A' , puede construirse un entorno ISA de 
Po tal que, cuando  P(x,y) varía en él, el punto correspon- 
diente  P'(u,v) describirá un entorno  I1' de P% , resultan- 
do los dos entornos I e  I' en correspondencia biunívoca, 


Se puede expresar brevemente este hecho diciendo que la transformación regular 


(1) es invertible en pequeño . En general no hay correspondencia biuní- 
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voca entre los dos campos A y A' ,es decir que la transformación (1) no 
es invertible en grande, como podemos verificar con un ejemplo. 


Consideremos la transformación 


u=x2-y2 , v=2y (5) 
definida por funciones continuas con sus derivadas primeras. El jacobiano 
a = 4(x? + y?) es distinto de cero en todo el plano, excluido el origen; por 


lo tanto la transformación (5) es regular, por ejemplo, en la corona circular A 
con centro en el origen y radios r , R (r< R) . Unfácil cálculo muestra que 
a A corresponde en el plano (u,v) la corona circular A' con centro en el o- 
rigen y radios y? K r? . La correspondencia entre A y A' noes biunívoca 
en grande puesto que cada punto (u,v) € A! proviene, manifiestamente de dos 
puntos (x,y) y (x',y') de A. 

Volviendo a la transformación regular (1) , tomados dos puntos correspondien- 
tes Po % Po y llamando con 1, 1' dos entornos de los mismos biunívocamente 
referidos, pongamos en evidencia que tal transformación muta curvas 
regulares trazadas en I en curvas regulares trazadas en 
0 

Sea, en efecto, C[x=x(t), y = y(t) ] una curva regular del plano (x,y) tra- 
zada en I , dicha curva resulta transformada por la (1) enel conjunto C' del 
plano (u,v) que está definido por las ecuaciones paramétricas 

u =u[x(t), y()]= 6 () , v=v[x(t),y()l= v(t) , 
y debemos hacer ver que C' resulta ser una curva regular (trazada en I' ). Y 
es así puesto que las funciones Q(t) y Y (t) son continuas (ya que son com- 
puestas con funciones continuas) , tienen las derivadas primeras Q'(t) = = ee E 
y Di 


oy z 
A puesto que el anularse requeriría, dado que 2 y? >0 , el anulamiento del 


p '(t) = x+ = y! continuas y jamás simultáneamente nulas 
y 
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d (uv) 
3 (x,y) Ls 
(u,v) de C' ylos puntos (x,y) de C , como también entre estos últimos y 


jacobiano y además hay correspondencia biunívoca entre los puntos 
los valores del parámetro t . 

Transformaciones planas regulares particulares son las realizadas mediante fun 
ciones holomorfas. Sea w=f(z) una función holomorfa en el campo A del pla 
no (Xx,y) y supongamos que sea f'(z)%0 entodo A , Hagamos ver que tal 
función define una transformación regular entre el campo A 
del plano (x,y) y un cierto campo 'A' de la variable comple 
ja w=u+iv. 

Poniendo, en efecto, w=f(z) = u(x, y) +iv(x,y) , la transformación resulta 
definida por las u=u(x,y), v=v(x,y) ,conlas u(x,y), v(x,y) funciones con 


tinuas con sus derivadas primeras en A y con jacobiano igual a 


ve » E Y 
y [> El o, 
Vx vy JA 7 


(habiendo tenido en cuenta las condiciones de holomorfía y el hecho que fuz) = 
ME iv,), con lo que queda demostrado lo deseado. 

Sigue que, fijado un par de puntos correspondientes Zo, Wo» se pueden cons- 
truir dos entornos, 1 de ze IT de w >» contenidos en A y A'  res- 
pectivamente y en correspondencia biunívoca entre sí. Queda asf definida una fun- 
ción z=g(w) tal queresulta f[g(w)]=w , z,=8(W) 

Esta función g(w) resulta continua en I' y se tiene además, por la hipótesis 
hecha poco antes, f'[g(w)] 40. Estamos en condiciones entonces de aplicar el 
teor, II del Cap. XVI, n? 6 y concluir que la z=g(w) es holomorfa en I', 

Queda así demostrado, bajo la condición f'(z) 40 , quetoda función holomor 
también 


fa w=f(z) admite, en pequeño, función inversa z= g(w) 


holomorfa, 
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20 - TRANSFORMACIONES CONFORMES. 

Queremos ocuparnos ahora de las denominadas transformaciones planas confor- 
mes, o sea de aquellas transformaciones regulares entre dos planos que gozan de 
la propiedad de conservar los ángulos. 

Esto significa que tomados arbitrariamente dos puntos correspondientes P , P! 
y dos curvas regulares Y , Y 1 ue parten de P ,las curvas regulares co- 
rrespondientes Y', Y , (que parten de P!) son tales que sus tan- 
gentes en P' forma el mismo ángulo que están formando las tangentes en P a 
las curvas Y, Y, . , 

En esta definición se ha simplemente hablado de magnitud de los ángulos sin pre 
cisar el sentido, Se pueden, sin embargo, distinguir dos tipos de transformaciones 
conformes: las que conservan también el sentido de los ángulos y las que, por el 
contrario, lo cambian, Las primeras se llaman transformaciones conformes  di- 
rectas; las segundas, inversas, 

Demostremos ahora el siguiente teorema fundamental en el que queda sobreen- 

tendido que se consideran transformaciones regulares entre un campo A del pla 
no (Xx,y) y uncampo A' del plano (u,v) : 
I-Condición necesaria y suficiente para que una transforma- 
ción regular entre dos planos sea una transformación confor- 
me directa es que la misma se realice mediante una función 
holomorfa  w=f(z), con ft'z)%0 . 


Dem. La condición es necesaria. Sea dada la transformación regu- 


lar 


u(x, y) 
co 240 ¿9 eN) 


= Vx, y) "8 (y) 


y Supongamos que sea conforme directa. Considerados dos puntos correspondien - 
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tes P,P' ylas curvas regulares Y, Y,, Y', UN ya mencionadas ante- 
riormente, indiquemos con 8 y 8, los ángulos que las tangentes en P a 

Yy Y , forman con eleje x y, análogamente, con 86 y O 1, los ángu- 
los que las tangentes en P' a Y' y Y AM forman con el eje u . El ángulo 
de las tangentes en P alas curvas Y y Y, resulta iguala 8,- 0 yel 
de las tangentes en P! alas Y' y Y' resulta e qe 81 , Por hipótesis 
debe ser 8, - O= AN -01 osea, 01 - 8= em - 9 ¡esto muestra que te 
niendo fijos los puntos P y P' y haciendo variar el par de curvas correspon- 
dientes (Y, Y') la diférencia 0'- 8 se mantiene constante. Podemos en- 
tonces poner 98 '-8= a , osea, 

8'=a+0 (2) 
donde a  nodepende de ( Y, Y') , mientras aependerá en general de P, P'. 

Dicho lo cual, y teniendo en cuenta que es tg 8 = SÍ (con los diferenciales 

calculados sobre Y )ytg 0'= q (con los diferenciales calculados sobre Y '). 


sustituyamos 8 ' porel valor proporcionado por la (2) y expresemos du, dv 


por medio de las (1) . 


Obtendremos 
- VE X + vy dy 
tg (a+ 0) uxdx + uy dy (3) 
o sea 
tga+tg0 _ Yx+wt8 0 , (6) 


1-tgatg 0 4. +utg 0 
debiendo ésta subsistir idénticamente respecto de 8 (ya que la (2) va 
le para cualquier curva Y que salga de P) y para un oportuno valor 
de a (que será función de las coordenadas (x,y) del punto P, en el que se 
consideran calculadas las Me y > Ve vy) A 

Xx 


Poniendo 9 =0 la (4) proporciona tg a= y de aquí que la (4) toma 


la forma 
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Vy +ULtg0o 3, Vx +vytg O 
AE O a 


Pero esta identidad en 8 puede ser válida solamente si u, = Yy > == Y 


como esto debe ser cierto para todo punto P(x,y) del campo .A ,se concluye 
que la función f(z) = u(x, y) + iv(x, y) es una función holomorfa en A . Como se 
ha visto en el n% precedente se tiene además E = |£'(2)1 E , de donde Z por 
(m7 , sellegaa f'(z)* 0, que es lo que queríamos demostrar, 

La condición es suficiente. Supongamos dada una transformación re- 
gular w=f(z) , con f(z) =u(x, y) +iv(x, y) holomorfa enel campo A y en 
ft(z) 40 . Para todo punto (x,y) € A y cualquiera sea 0 subsiste la (5) (en 
virtud de las hipótesis de holomorfía) y entonces, tras poner E =tg a , vale 
la (4), que podrá escribirse bajo la forma (3) . 

Se tiene, entonces, tg(4 +8)= EN ,osea, tg(a+08)=tg 0', y enton- 
ces, 8'= a+ 6 ¡está última expresa precisamente, como es fácil conven- 
cerse de inmediato, que la transformación considerada es conforme directa, que es 
lo que queríamos demostrar, 

En referencia a las transformaciones uniformes inversas se tiene, en cambio, 

el siguiente teorema : 
I -Condición necesaria y suficiente para que una transforma- 
ción regular entre dos planos sea una transformación confor- 
me inversa es que la misma sea realizada mediante una función 
holomorfa w= f(Z) de la variable compleja Z, conjugada 
de z , con ft) f0() 


Dem. La demostración es idéntica a la precedente, con una sola variante: en 


(*) Se puede también decir que toda transformación uniforme inversa es el producto de una sí- 
metría respecto del eje x por una transformación uniforme directa. 
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lugar de la 8 ye 8= e, -0' debe ahora considerarse la 0, -8 RE] 
que se puede escribir 8'+8=8 e +0 1. de modo que la (2) viene sustituida 
porla 0 '=.a- 0. 

Es obvio entonces que, en lugar de la (5) se encuentra la 
a 2 2 a q 
de donde debe ser uy = y » My Yx >. Estas dos relaciones pueden también es- 


cribirse Met 


y Y bajo esta forma expresan obviamente que 


u(x, y) + iv(x, y) es función holomorfa de 2%=x -iy , Se tiene además, 
atv _ rx “y|_ | Y 

a (xy) 3 
Ye Vy Yer 


donde la condición de regularidad impone que sea f'(z) * 0 , Con esto queda pro-= 


2 
e 1] 


bado que la condición es necesaria; invirtiendo el razonamiento se prueba la sufí- 
ciencia, llegándose así a la tesis. 

Refiriéndonos, por ejemplo, a las transformaciones conformes directas, deten- 
gámonos a ilustrar la condición f'(z) % 0 que figura en el teor, 1. La misma sir- 
ve para garantizar que la transformación resulte regular y podría pensarse que ca 
bría la posibilidad de eliminarla refiriéndose a transformaciones más generales. 

En cambio no es así, siendo tal condición esencial puesto que en los puntos don= 
de resulte f'(z)=0 falta, en general, la conservación de los ángulos. Considére 
se, por ejemplo, la función w= 2? cuya derivada es nula en el punto z=0 que 
tiene, como correspondiente, el punto w=0 , Como Arg w=2Argz es obvio 
que, al pasar del plano z alplano w , los ángulos de vértice z=0 no se con 
servan, sino que se duplican, 

Agreguemos una última observación. Una transformación conforme (directa o 
inversa) puede pensarse como una semejanza entre los entornos infinitési- 


mos de dos puntos correspondientes, con un factor de semejanza en general varia- 
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ble, cuando varían dichos puntos. En efecto, dados dos puntos correspondientes z 


y ww , considérese un par de elementos lineales correspondientes que partan de 
ellos, Tales elementos tienen sus medidas dadas, respectivamente, por 
ds = Vdx? + dy? 
de! = Vdu? + dv? = Vía, dx +u,dy)2 + (v, dx + y, dy)? = 
ax pun ex tay? le vd (as ay?) 110108 


Resulta así que al pasar del punto z al punto w loselementos lineales resul- 


e) 


tan multiplicados por el factor no nulo ¡f'¡ . Considerando otros pares de puntos 
correspondientes vale siempre la misma propiedad; pero, en general, con un fac- 
tor distinto. Sólo en el caso que sea | f'| = constante , se tendrá una semejanza 
en grande, 

Dejamos al lector probar que | f'| = constante implica f' = constante o sea 


que f esuna función lineal de z ode Z. 


21 -FUNCIONES ANALITICAS POLIDROMAS. 

Consideremos ahora funciones w=f(z) polídromas , osea tales que a ca- 
da valor z de un cierto campo le hagan corresponder varios valores de w , en 
número finito o infinito, pero formando un conjunto discreto (es decir, carente de 
puntos de acumulación) , 

Ejemplo importante de tal función es la w=Logz que, para z*x0 y Zkoo, 
toma infinitos valores; en efecto, como es sabido (cfr. Cap. XI no 9, se tiene 
Log z=loglz|+iArg z ,de donde Log z queda determinado salvo múltiplos 
de 2wi. 

Supongamos dada una función polídroma w=f(z) definida en un cierto campo. 


(*) Los signos superiores valen para una transformación directa; los inferiores para una inver 
sa. En el primer caso f' significa f'z); enel segundo f'(2) . 
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Fijado en éste un punto Zo» elijamos un valor wg entre aquellos que la  f(z) 
asume en tal punto. Supongamos, además, que exista un campo A , que contenga 
Zo» tal que a cada punto z del mismo sea posible asociarle un valor w entre 
aquellos que en él asume la f(z) , de modo que para Zz= Zo resulta w= Wo y 
que la correspondencia unívoca entre z y w  asfobtenida genere una función 
continua entodo A. 

Esta función monódroma y continua w=w(Z) , con w > w(Zp) , toma el nom 
brede rama o determinación de la función polídroma y el campo A 
en que ha sido definida toma el nombre de campo de monodromía, 

Naturalmente tal rama (con su correspondiente campo de monodromía) depende 
de la elección del valor inicial w, fijado en el punto Zo; variando la e- 
lección de Wo obtendremos distintas ramas de la f(z). La función polídroma 
f(z) será denominada analítica si, siendo posible la construcción antedicha, 
fijados arbitrariamente Zo Y el valor inicial correspondiente wo (entre los po 
sibles) , la rama que queda así definida resulta ser una función holomorfa en 


el correspondiente campo de monodromía, 


22 -ESTUDIO DE LA FUNCION LOGARITMO. 

Para aclarar los precitados conceptos los aplicaremos ahora a la función Log z 
de la que queremos separar las distintas determinaciones y elegir los campos de 
monodromía. 

Recordemos que en el Cap, XI, n% 9 se había definido ya el logaritmo prin 
cipal , log z ; el mismo no es sino una rama de la función Log z que tiene co 
mo campo de monodromía al plano privado del origen, de los puntos del semieje re 
al negativo y del punto al infinito. Sabemos que en tal campo el logaritmo principal 


es una función holomorfa. 
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Pero procedamos ahora como se dijo enel n'” precedente, Fijado el punto 
20 F0 (finito), sea A el campo circular de centro Zy - y radio | 201 
Hagamos ver que A es un campo de monodromía para nuestra función. En efec 


to, elegido un valor 0 de arg Z¿ ; sumamos como valor inicial de la fun- 


ción a 
log zy +i0p - (1) 
Para todo otro punto de A tomemos como valor de arg z aquel valor 8 
perfectamente determinado por la desigualdad 8 - z < 8e<8+ z » y enton 
ces, como valor de Log z asumimos el siguiente 
w=log/1zl+i 0 7 (con 8 y- FX 0<0y+F)- (2) 
Es evidente que variando z en A , esta función monódroma (2) resulta 
continua yque, para Z=Z( , asume el valor inicial fijado (1) . Entonces la 
(2) define una rama de nuestra función polídroma Log z y A es un campo de 
monodromía. 
Demostremos ahora que la función (2) es holomorfa en A . Consideran 


do, junto con los ejes coordenadas x e y otros dosejes E , n obtenidos de 
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los precedentes con una rotación de amplitud 8 0 alrededor del origen, la (2) 
puede evidentemente escribirse 
w= + log (+ y) +1(0y+arctg zh). (6) 
Las coordenadas originales (x,y) ylas nuevas (£,n) delpunto z están 
vinculadas por las conocidas relaciones 
x=E cos 9, - n sen 8 E =xc0s 8/+y sen 8, 


, (4) 
y=E sen 8¿+ n cos 9 n <xsen8, +ycos0 , 


que provienen de la x+iy=(E-+i ny 0.00 , Por lo que se tiene 
He Pg cos 0) - ¿E eno, 5 rt ER 
n 


De las (3), (4') sigue, entonces: 


Mw - E > +¡1(——L, cos O O A d 
a Cp UE o 
a Y A == 

= AM, 9 95) El 


vale decir, teniendo en cuenta el primer grupo de fórmulas (4) y del hecho que 
ey Ed 9: 


y dl O EE i 
= +1 —_—— =- — Ñ == 1 
ax  x2+y? x2+y2 x+ly y xl4y2  x2+y% x+tiy 


Se ve que las derivadas parciales de A 2 son continuas en A y verifi- 
x 
can las relaciones ¿e = de E ; entonces la rama (2) que hemos construi- 
y 


1 a * 

doen A es una función holomorfa con derivada ==” 5 
Teniendo en cuenta la arbitrariedad de la elección de Zo (distinto de cero y de 
va) y del valor inicial (1) (entre los posibles) , llegamos a la conclusión que la 


función polídroma Log z es analítica enel sentido precisado en el ni, 


Teniendo fijo Zo Y variando la elección de 9 o» 28 claro que el valor inicial 
(1) queda cambiado por múltiplos de 2*i yde la (2) resulta también evidente 


que la nueva rama que se obtiene difiere de la precedente solamente por una cons - 
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tante, igual al citado múltiplo de 2wi . 

Entonces, en el campo A recién mencionado se pueden definir infinitas ramas 
de la función Log z diferentes entre sí por múltiplos de 2wi y, por ende, to- 
dos con la misma derivada 2 . Si después se hace variar Z(¿ , para cada nue- 
va posición se obtendrán otras infinitas ramas con otros campos de monodromía. 

Examinemos ahora si es posible ampliar los citados campos circulares de mono 
dromía y vincular entre sí las distintas ramas obtenidas en correspondencia con 
distintas posiciones de 2) - 

Elegidos arbitrariamente en el plano complejo dos puntos Z¿,Z2' (distintos de 
cero y de os ), unámolos con una curva L regular, simple, que no contenga al 
origen. 

Consideremos la familia de todos los círculos (abiertos) E que tienen sus cen 
tros en un punto cualquiera de L  yun radio fijo r . Ciertamente será posible 
elegir r de modo que se verifiquen las dos condiciones siguientes: 

19) Ninguno de los Co contiene al origen ; 2%) cada círculo Cp tiene pun- 


tos comunes solamente en aquellos círculos Cp: cuyo centro P! cae so- 


bre un oportuno arco de la curva L que contiene a P mm. 


(*) Esta segunda condición expresa que no debe á % 
verificarse el caso representado en la: fig. 84 <=) 

en la que el círculo C, tiene puntos comunes Os 

no sólo con todos los cfreulos que tienen los cen 0) 
tros sobre el arco a'B , sino también gon o= 


tros círculos Cp: que tienen el centro fuera 
de dicho arco. O 


(Bastará empequeñecer el radio de los círcu- 
los para evitar que se presente tal caso) . Fig» 84 
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Fijado r de tal modo dividamos la curva L en n arcos parciales median- 
te los puntos Zpy,%],---,»%=3' , de modo que cada arco tenga longitud me- 
nor que r ;esto implica, entre otras cosas. 
Lx ra I<r », ed): (5) 
Designemos después con Co o! Lo... Ch los círculos abiertos que tienen el 
entro en los puntos Zp, Z¡,+..., 2y ; ninguno de tales círculos contiene el ori- 
gen y, por la (5) , cada círculo Ck , (K=0, AN n-1) contiene el centro 
Pr del círculo sucesivo Cy . Además supondremos que el radio r se ha 
elegido de forma tal que la intersección entre Ck+1 Y el campo constituido por la 
unión de los círculos precedentes Cy UV C1UC2U +... UCkÉ coincida con la 
"intersección entre Ck+1 y el círculo precedentes Ck - 
Cada círculo Ck está contenido en el campo circular Ax de centro Zy yra 
dio |Zy! que, como ya se ha visto, es un campo de monodromía para Log Z. 
Por lo tanto, fijado en el punto Z(¿ unvalor (Log Zp)y del logaritmo queda 
¡determinado (en A y por ende) en Cy Una rama del logaritmo que indicare - 
mos con (Log Zo 
El círculo Co contiene Z, Y, como consecuencia, la rama citada proporcio 
na en tal punto el valor (Log 2d del logaritmo; este valor determina (en Ar 
y por ende) en a una rama del logaritmo que indicaremos con (Log 2), , re- 


sultando (Log 2), = (Log zdo . En la parte comúna Cy y C quedan simul 
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táneamente definidas las dos ramas (Log De y (Log 2, que pueden, en gene- 
ral, coincidir o diferir en un múltiplo de 2 *wi ; pero como ambas asumen el mis- 
mo valor en el punto a. esto excluye la segunda eventualidad. Entonces 
(Log De en Q) y (Log 21 en a definen una única función monódroma y 
holomorfa en Cy UC; . 

El campo GQ Ya contiene al punto la y la precedente función proporciona 
en 2, el valor (Log 23), del logaritmo; este valor inicial determina (en Az 
“y por ende) en Ca una rama del Logaritmo que indicaremos con (Log 2) , te 
niéndose (Log 2)a = (Log 29), . Como antes se ve que en la parte común a 
y C2 (que coincide con la parte común entre C y Co) las dos ra- 
mas (Log 2 y (Log a coinciden y se deduce que (Log Z)y en Co + 


(Log 2) en C, , (Log Z)3 en C, proporcionan una única función monódro- 


1 


ma y holomorfa en C¿ UC, U C 


El campo C¿U qu Cz Contiene al punto Z, y se puede repetir el razona- 


3 
miento llegándose así a una función monódroma y holomorfa en Co UC, UCz UC. 
Prosiguiendo de este modo se llega a definir en CU C¡U..... UCp una úni 
ca rama monódroma y holomorfa de la función Log z . 
Queda entonces establecido que, fijados arbitrariamente dos puntos 


Z¿,z' distintos de cero y de oo /'otambién; fijada arbitraria- 


o> 
mente una curva simple L (que no contenga el origen) / es 
siempre posible construir un campo que contenga Zpg y zt 
Lo también: que contenga a L e que resulta de monodromía y 


de holomorfía para la función Logz . 


Examinemos ahora el caso en que la curva L es simple y cerrada (es de- 


cir en la que z' Zy). Se puede todavía realizar la construcción precedente; pero 


- es claro que, de cualquier modo que se fije el radio r de los círculos considera- 
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ña 
1 


dos, se llegará siempre a un círculo Ck,j tal que la intersección entre C y 


K+1 
el campo Cy UC, UCz7U.... UC, no coincidirá con la intersección entre 


Qi+1 Y Ck . Por ejemplo, en la fig. 86 , el círculo C, tiene por intersección 


Fig. 86 
con el campo % Ú a U .... UC¿ no sólo la parte común a Cg y Cr sino 


también otra parte (la sombreada) comúna Cp y S 
Por lo tanto, en el caso actual, en el campo CG UGqu....u Ca , que contie 


nea L se presentan seguramente zonas en las que se han definido  simultánea- 


mente varias ramas Z entre las (Log De , (Log 2), »+..., (Log 2), definidas su 
cesivamente en Cp, Cj+..-> / y tales ramas exhiben índices no consecu 
tivos L por ejemplo, en la zona sombreada en la fig. 86, están definidas 


(Log 2), y (Log 2), dle En particular, como Z, = z' = zp , el último círcu- 
lo Sa coincide con el primero Co de modo que en el mismo círculo resultan 
definidas las dos ramas (Log Z)l) y (Log Dn . ¿ Se puede decir que coincidan ? 
Nótese que las consideraciones precedentes no lo aseguran; dicho análisis estable- 
ce solamente que cada rama (Log Dei coincide con la precedente (Log 2)k en 
CM Ck+1 

Para contestar a la pregunta es necesario distinguir dos casos según que la cur- 


va simple y cerrada L gire, o no, alrededor del origen, 


Supongamos que L no gire alrededor del origen; entonces, al variar z en 
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ella, la determinación construida etapa por etapa por Log z varía con continui- 
dad; esto significa que varía con continuidad el argumento de z 

Ahora queda en claro que cuando z describe una curva cerrada, sin girar 
alrededor del origen z=60 su argumento, variando con continuidad, retorna al 
valor inicial, Concluimos entonces que, en este caso, las dos determinaciones 
(Log 2), y (Log 2), deben coincidir, 

Podemos por lo tanto asegurar que: trazada arbitrariamente una cur 
va simple cerrada L que no gire alrededor del origen, es 
siempre posible construir un campo que contenga a L que 
sea de monodromía y de holomorfía para la función Log z. 

Si en cambio el punto z describe una curva L simple y cerrada que gi- 
ra alrededor del origen es evidente que su Sejunénts, variando con con- 
tinuidad, no vuelve al valor inicial 8 o Sino que llega, luego del giro, con un va 


lor 0 o+ 2 wo 0,-2.w según que el giro se haya realizado en sentido posi- 


0 
tivo o negativo. Por lo tanto, la determinación (Log 2), definida en Cc, = Co 
no coincide con la (Log o definida en el mismo campo, difiriendo de la misma 
por la constante +2mi . 

Entonces; dada una curva L simple y cerrada que gire alre- 
dedor del origen, no es posible construir para Logz un cam 
po de monodromía que contenga dicha curva L 

Naturalmente lo mismo puede decirse para curvas L cerradas (no simples) 
que giren varias veces alrededor del origen en un sentido o en el otro; es fácil con 
vencerse que, realizando la construcción antes indicada a lo largo de tal curva, su 
cede que, en el primer y último círculo sobrepuestos, las correspondientes deter- 
minaciones (Log Z)y y (Log 2), no coinciden pero se tiene (Log De = 


(Log Z)y + 2k wi donde k (entero positivo o negativo) indica el número de vuel- 
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tas que la curva L gira (en sentido positivo o negativo) alrededor del origen. 

De estas consideraciones sigue que un campo puede ser de monodro- 
mía para la función polídroma Log z solamente si en él no 
es posible trazar curvas cerradas que giran alrededor del 
origen. 

Obsérvese, por ejemplo, que así son el campo constituido por todo el plano pri- 
vado de los puntos z=x+iy para los que se tiene y=0 , x<0 (en el que 
se ha estudiado el logaritmo principal) y el campo circular A considerado al 


principio de este n% 22. 


En todo lo dicho, el punto z=0 ha cumplido un rol de gran importancia en el 
estudio de la función polídroma Log z , mientras no se ha puesto en ¿ida 
la del punto Z= oo que debería tener una importancia similiar. Para explicar 
este hecho es necesario referirsea la esfera compleja. Es evidente que sobre tal 
esfera no tendría más sentido decir que una curva gire o no alrededor del punto 
z=0 ¡cualquier curva cerrada trazada sobre la esfera (que no pase ni por z=0, 
nipor z= oo ) gira tanto alrededor del primer punto como del segundo. 

Sin embargo a una curva cerrada del plano que no gire alrededor del origen co- 
rresponde una curva de la esfera que deja de una misma parte tanto al z=0 co- 
moal Z= eos , por lo que puede decirse que recorriendo tal curva se gira 
en el mismo sentido alrededor de ambos puntos. En cambio, a 
una curva cerrada del plano que gire alrededor del origen corresponde sobre la es- 
fera una curva que deja en partes opuestas los puntos z=0 y Zz= oo , de don- 
de puede decirse que recorriendo tal curva se gira alrededor de z=0 
en un sentido y alrededor de z= co en el sentido opuesto. 


Llegamos, entonces, a que los dos puntos, z=0 ,Z=00 , tienen el mismo 
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papel; recorriendo una curva que gira el mismo número de vueltas alrededor de e- 
llos, una determinación del logaritmo (variando con continuidad) regresa al valor 
inicial; en cambio, recorriendo una curva que gira un número opuesto de veces al- 
rededor de los dos puntos, la fijada determinación del logaritmo no regresa al va- 


lor inicial, 


Podemos entonces llegar a la conclusión que, para obtener un campo de monodro 
mía para la función Log z es necesario elegir un campo en el que no se pueda 
girar alrededor de los puntos 2=0 , Z=co . Para tener tal campo basta, evi 
dentemente, unir los puntos z=0 , z= oo conuna línea A y cortar el pla- 
no a lo largo de dicha línea (es decir, considerar el campo obtenido del plano reti- 
rtándole los puntos de la línea A ). En tal campo, apenas se fije el valor de 
Log z en un punto, queda individualizada una determinación del logaritmo que se 
puede extender con continuidad a todo el campo sin que jamás llegue a confundirse 
con otras determinaciones, 

Recordemos todavía una vez el ejemplo del logaritmo principal en el que como pis 
nea A se ha tomado el semieje real negativo; obsérvese que en ese caso debía 
necesariamente tomarse tal línea puesto que sobre ellas el logaritmo principal pre 
senta una discontinuidad. Pero el caso es que en esta circunstancia se fijó primero 
la determinación del logaritmo y posteriormente se ha debido escoger la línea A 
de un modo oportuno. 

En cambio se puede fijar primero la línea A y después, una vez establecido 
el valor inicial en un punto, considerar la determinación que resulte. 

Resumiendo: para la función Log z hemos encontrado que tiene infinitas ra- 
mas que se van cambiando cuando se hace recorrer a la variable curvas que giran 


alrededor de los puntos z=0 y z= oo , Por esta razón estos puntos se deno- 
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minan puntos críticos o de diramación para la función polídroma 
Log z. 

23 - PUNTOS CRITICOS O DE DIRAMACION; OTROS EJEMPLOS 
DE FUNCIONES POLIDROMAS. 

Si volvemos a considerar una función polídroma genérica w= f(z) veremos 
que se verifica en general la existencia de puntos críticos o de diramación, así co- 
mo se han presentado para la función Log z . 

Son puntos tales que, cuando la variable z realiza giros alrededor de ellos, 
las distintas determinaciones de la función f(z) se cambian entre sí. Puede suce 
der que el número de las determinaciones sea finito o infinito; en el primer caso el 
punto se denomina algebraico ,.enel segundo caso trascendente. Pode 


mos entonces decir que la función Log z tiene los puntos Z=0,Z= oo  co- 


mo puntos críticos trascendentes. 

En general para tener campos de merodromía de la función f(z) se hace nece- 
sario cortar el plano según curvas que unan, de modo oportuno, los puntos críti- 
cos. 

Sin entrar en un estudio general nos contentaremos con dar algunos otros ejem- 


plos importantes y típicos de funciones polídromas. 


a e Log Z 


Estudiemos la función z que es, en general, polídroma, siéndo- 
lo el Log z , yes fácil constatar que se obtienen los mismos puntos de dirama-= 
ción z=0 , z= 00 de Log z .Enefecto, trazando una línea simple y cerra 
da que gire una vez alrededor del punto z=0 , partamos de un punto Zo de la 
misma fijando un valor, (Log o , entre los posibles del logaritmo y, por ende, 


el valor e*(L08 2) de nuestra función 2% . Tras haber recorrido tal línea en 


el sentido positivo y una vez de retorno en el punto Zy » se llegará a este punto 
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no con el valor inicial sino con el valor 


e “(Log Zp)y _ ¿al (Log 20) +2wi] _ ¿S (Log Zo), ¿8 211 


a2mi 


que es igual al inicial multiplicado por el factor e . Análogamente, reco- 


rriendo una curva que gire n veces alrededor del origen en un cierto sentido, se 
na2mi 


retorna a z con el valor inicial multiplicado por e (n positivo o nega 


tivo). 
De lo que precede se deduce que la función z% puede, inclusive, no ser polf- 


a2mi resulta iguala 1 , vale de= 


droma; esto sucede cuando el citado factor e 
cir, cuando a es un número entero (positivo, negativo o nulo). Si a no es 
entero la función es  polídroma y surge la cuestión de examinar si los puntos de 
diramación son algebraicos o trascendentes, Se verificará el primer caso si para 
cierto n>1 resulta 

¿aan a 7) 
en este caso, suponiendo que n sea el primer entero para el que eso se verifica 
es evidente que nuestra función z % tendrá precisamente n valores, y los pun 
tos de diramación resultan algebraicos. Pero la (1) puede subsistir solamente si 
na es un entero, vale decir, si a es un número racional, 

En todos los casos restantes (a irracional o complejo) no existirá ningún va- 
lor n capaz de verificar la (1) y, en consecuencia, la función z% tiene infini 
tas determinaciones y los puntos de diramación resultan trascendentes. 

Coneluyendo: la función z % es monódroma para a entero, tiene un número 
finito de determinaciones si a es racional y tiene infinitas determinaciones en to 
dos los otros casos. Excluido el caso de a entero, todo giro alrededor del ori- 


Ri 
gen en sentido positivo altera el valor inicial por el factor e ael y 


1 
Por ejemplo, la función YVz= 2? es polídroma con dos valores. Cuando z 


gira alrededor del origen las dos determinaciones de yz se cambian entre sí; 
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tras dos giros se retorna a la determinación inicial. Análogamente para  'VZ que 


vuelve al valor inicial después de n giros. 


Examinemos ahora la función w= Arctg z que está definida por la fórmula 


(Cap. XI, n 9); 
arotg.= 1 Top 1412. Log (2) 
21 1 -iz 2 i+z * 


Se trata, evidentemente, de una función polídroma de tipo logarítmico cuyos pun 


i-2 


tos de diramación son aquellos donde la función vale cero o infinito: es 
decir los puntos z=Zli. 
Podemos también escribir 
Arctg 2= F7 [Log (1 -2) - Log (+2) ] 
y las permutaciones de las distintas determinaciones se obtienen recorriendo cami 
nos cerrados alrededor de los puntos z= +i 


Supongamos, entonces, una vez fijados el punto 2 en el plano y un valor ini- 


cial (Arctg Z 


do , que se haga recorrer en sentido positivo una curva simple y 


cerrada que gire alrededor de z=i , dejando fuera de la misma al punto z= 

El log (i -Z) , tras un giro, aumenta en 2wi , mientras que el Log (i+z) 

retorna al valor inicial, por lo que la función Arctg z toma el nuevo valor 
(Arctg 20d +" 

Si el camino cerrado se hubiera trazado alrededor de z= -i , dejando fuera 
z=i ,lafunción Arctg z , tras un giro (en el sentido positivo), habría asumi- 
do el valor 

(Arctg zo -* 
Si el camino se hubiera trazado alrededor de los dos puntos críticos, tras un gi- 


ro la función habría retornado al valor inicial, así como sucede para la función 


Log z cuando se recorre una curva que no gira alrededor de z=0 (vale decir 
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que gira el mismo número de vueltas alrededor del origen y alrededor del punto al 
infinito). 

Individualizado una rama monódroma las otras se obtienen, entonces, agregan- 
do o quitando múltiplos de" , y la derivada es la misma para todas las ramas, 


con el valor 


A de 
2i i-z i+2z 1+2z2 


Para obtener un campo de monodromía basta entonces considerar, por ejemplo, 


Fig. 87 Fig. 88 


el plano privado de los puntos del segmento que une z=i con Z=-i ¡tal seg 
mento puede ser formado sólo por puntos finitos o contener el punto Z=<e , 

En el campo real la función Arctgx tiene un gráfico formado por infinitas ra- 
mas factibles de ser superpuestas por traslación en dirección del eje de las orde - 
nadas con amplitud igual o múltiplo de" ynose ve como se puede pasar con 
continuidad de una rama a la otra. En el campo complejo tal pasaje se efectúa cla- 
ramente recorriendo una curva cerrada alrededor de z=i ode z=-i 
24 - ALGUN CASO DE REPRESENTACION DE UNA FUNCION PO- 

LIDROMA EN EL ENTORNO DE UN PUNTO CRITICO. 
Sea f(z) una función polídroma, Z(¿ un punto de diramación finito de la mis- 


ma y supongamos que f(z) sea analítica en un entorno 1 deradio P de tal 
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punto. Deseamos señalar algunos easos en los que, para 0 <|Z-Z2gl < 2 5l 
f(z) pueda ser representada mediante un oportuno desarrollo en serie. 

Fijemos en I unpunto z  yunode los posibles valores fpg(z) , de los que 
la función asume en él, y hagamos recorrer a z un camino cerrado alrededor de 
zo 

Supongamos haber encontrado como valor final f,(z) dela f(z) , uno igual al 
inicial aumentado en una constante, vale decir, 

£, (x) = fp(x) +0 

Consideremos entonces, junto con la función dada, a la función Log (Z - Zq), cu 
yo valor aumenta, como habíamos visto (n% 22) tras un giro alrededor del punto 
de diramación zp , en 2 wi ;es decir que 


[ Log (2 -29), = | Log (2 - 2), +2w1 


e 


y, multiplicando ambos miembros de esta igualdad por el valor ei 


, Obtene- 
mos una función con comportamiento análogo al de la f(z) , ya que subsiste la re 


lación 


E = [| < 
[A 8 (e 201, = [77 Log (2 -2p)) +0 
Entonces la diferencia 
e 
£(2) - 77 108 (2 - 2) (1) 
resulta una función monódroma y holomorfa en el entorno 1 privado, a lo sumo, 
del punto Zy + Por lo tanto, para 0</1Z-2q1 <9 ,la (1) es desarrollable en 
serie de Laurent y puede escribirse: 
pS 
e E k 
£(2) = za 108 (2-20) = Es A (2 - 2p) 
y es 
Observemos que al punto de diramación se le puede superponer una singularidad 


polar o esencial según que, en la serie, el número de los coeficientes de índice ne- 


gativo (distintos de cero) sea finito o infinito, respectivamente. 
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Supongamos, en cambio, que fijado un valor inicial de la función, 1) , Y reco= 
rrida una línea cerrada alrededor del punto de diramación, se encuentra como va- 
lor final el valor a 
f,(2) = nO) 0 
donde ec es una constante, En este caso se considera, junto a la función  f(z) 


aquella (z-z,)% , para la que, como es sabido (n% 28) se tiene 


0 
2mi 
[e -29 ,= 16-29). 
Es obvio que si se elige a demodoque e 2"i=G es decir, a = z0Es, 


se obtiene una función con comportamiento análogo a la f(z), es decir, 


[ Log € Log e 

(2-2) 20 | =[(-2y) 241] .c , 
y 1 o o 

El cociente 


resulta entonces función monódroma y holomorfa para z€ 1,2% Zy Y, Poren- 


de, desarrollable en serie de Laurent 


" a 
— Ma la 


(2 -2p) 211 


es decir, en el entorno del punto de diramación, vale para la f(z) una represen- 
tación del tipo . 
Log e 
f(2) = (2 2) 2 ay (z - 29) 


ES 


y también en este caso puede superponerse al punto zo de diramación una singu- 


laridad polar o esencial. 


Supongamos ahara que la f(z) sea polídroma con n valores y que, fijado un 
dunto Z¿ yuno de los posibles valores de la función en él, la f(z) vuelva a to- 


nar el valor inicial sólo luego de n giros alrededor del punto de diramación. 
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Realicemos entonces un cambio de variables poniendo z -z¿=t" , de donde 


£(2) = E(2, +1”) = g(t) . Si se observa que mientras z realiza n giros alrede= 


dor del punto 20» la variable t realiza un giro alrededor del punto 


si se tiene en cuenta la hipótesis hecha, se ve que, mientras la variable t cum- 
ple un giro alrededor del punto t=0 ,la g(t) retorna al valor inicial, Es de- 
cir que el punto t=60 , que corresponde al punto z=0 ,noes más punto de di- 
ramación para la g(t) , la que resulta por lo tanto holomorfa en un entorno del 
punto t=0 , privado de dicho punto. Se tiene, en definitiva, para g(t) un desa 


rrollo de Laurent del tipo 


Si k 
8(t) = apt 
k===e 
y entonces, volviendo a la variable primitiva, encontramos que para nuestra  f(z) 


vale en 1 (excluyendo zp) el siguiente desarrollo 

f(z) = AZ 29 + 
es decir, un desarrollo en:serie de potencias (con exponente positivo o negativo) de 
la variable (2 - 297 . 


Como de costumbre al punto de diramación puede superponerse una singularidad 


polar o esencial de la función. 


En los tres casos típicos examinados se ha supuesto que el punto de diramación 
fuese finito. Si en cambio cayeseen Zz= 00 basta efectuar el cambio de variable 
2= + para llevarlo al punto t=0 y luego aplicar los resultados precedentes, 


Por ejemplo, en el primer caso, se tendría para la función e) un desarrollo 


pa k 
mi cara at 
> 


y volviendo a la variable original se llega a la conclusión que en el entorno de 


del tipo 


Z= oo se tiene 
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25 -POLIDROMIA DE LA INTEGRAL DE UNA FUNCION HOLO- 
MORFA EN UN CAMPO VARIAS VECES CONEXO. 


Retomemos las consideraciones del n% 4 . Si f(z) es una función holomorfa 
en un campo A simplemente conexo y Zp,Z son dos puntos de dicho campo 
sabemos que, fijada arbitrariamente una línea regular C que una los dos puntos, 
la integral de la f(z) a lo largo de la misma depende solamente de los extremos 
Zq,% yno del camino de integración elegido. Se puede poner, entonces, 

z 
ro -| £(3)43 (1) 
zo 
y sabemos que esta F(z) resulta holomorfa en A ,con F'(z)=f(z). 

Tengamos presente que estos resultados dependen del hecho que la forma diferen 
cial lineal f, dx + ifydy resulta en A un diferencial exacto como consecuencia 
de las condiciones de holomorfía y de la hipótesis que A sea simplemente co- 
nexo. 

Recordemos también que esta última hipótesis interviene de modo esencial por 
el hecho que, tomadas en A dos curvas C— y C¡ que unen los dos puntos zo 
y z tales de no admitir otros puntos en común, la curva simple y cerrada C -a 
constituye la frontera de un dominio D contenidoen A (y, en efecto, aplican- 


do a este dominio D las fórmulas de Green se llegaba a demostrar la integra- 


bilidad de la forma). 


Veamos ahora qué sucede cuando A (conexo) noes simplemente conexo. Tal 
campo puede ser acotado o no; comencemos suponiendo que sea acotado y, para fi- 
jar las ideas, refirámonos al caso que A sea el interior de un dominio regular 


de varios contornos. Diremos que A presenta lagunas designando con tal 
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nombre a los dominios (que no forman 
parte de A) que están delimitados por 
los contornos internos. Si el campo posee 
k lagunas, recibe el nombre de (k+1) ve 
ces conexo, ya que son necesarios  k 
cortes (de un punto de cada uno de los con 
tornos internos a un punto del contorno ex 
terno) para transformarlo en simplemen 
te conexo; véase la fig. 89 donde k= 2, 

Tomados en A dos puntos 2), 2 y 
trazada una línea regular C que los una 
podemos todavía considerar la integral 

f £(5)43 
C(2)7) 

pero, en general , sucederá que el valor 
mino de integración. Por ejemplo (ver 
a 90), no puede asegurarse que las 
curvas C y C proporcionen el mis- 
mo valor a la integral (2) porque ellas 
no constituyen la frontera completa de un 
dominio contenido en A , de donde no 
se puede hacer el razonamiento antes re 
cordado (que equivale a una aplicación 
del teorema de Cauchy). 

Por lo tanto la integral (2) no puede 


designarse, en general, con el símbolo 


(1) puesto que notiene más un valor bien 


Fig. 89 


; (2) 


de la misma cambiará al cambiar el ca- 
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determinado una vez fijado Zz  , sino que, para un mismo z puede tener varios 
valores según la elección de la curva C queune Zg con z 

Se puede sin embargo adoptar todavía la (1) si F(z) es considerada una fun- 
ción polídroma, Observemos que se trata de una función analítica, puesto que para 
ella se construyen rápidamente campos de monodromía (basta transformar a A 
en simplemente conexo con oportunos cortes) en cada uno de los que la F(z) re- 
sulta, como sabemos, holomorfa. Deseamos ahora estudiar la polidromía de esta 
función. 

Refirámonos, para fijar las ideas, al caso de un campo 3 veces conexo (es de 
cir con dos lagunas). Sean Y 1> Y 2 dos curvas simples y cerradas que giren al 
rededor de la primera y de la segunda laguna, respectivamente, dejando en el ex- 
terior a la otra, Pongamos 

f f(2) dz = w á / £(z) dz = wa (3) 

Y Yo 
y observemos que estos dos números dependen solamente del campo A y de la 
función f(z) , y no de las particulares curvas cerradas consideradas. En efecto, 
considerando, por ejemplo, w, sea Y 1 otra curva cerrada (en las mismas 
condiciones que Y 1 ) tal que no se encuentra con la propia Y 1 + £ntonces la 
curva Y, - Y constituye la frontera de un dominio contenido en A y, por 
el teorema de Cauchy, se tendrá f f(z)dz=0 , vale decir f £(z)dz 4 £(z)dz.. 

. 1-n Y Y 

Si después Y % cortasea Y 1 $ podrá siempre elegir una tercera curva ce 


rrada Y que no encuentra nia Y 1 ni Y ES , teniéndose entonces 


f teyar= | f(z) dz j | f(z)dz  , 


de A % Y 


y, por lo tanto, resultará todavía 


S tyaz = | f(z) dz 
Y, 


Y 1 
Los números wj, Wa definidos por la (3) se denominan los períodos 
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Fig. 91 

de la integral (1) que estamos estudiando. 
Dicho esto, si trazamos en A doscurvas C— y C,, que unan los puntos Zo» 
z de modo tal que C -C, delimite por sí sola un dominio contenido en A ,re 


sultará por el teorema de Cauchy , 
f £(z) dz -/ £(z) dz 
Cízp, 2) Cy (29,2) 


Supongamos, en cambio que C- C en 
cierre, por mplo, la primer laguna;en 
tonces, trazada una curva cerrada Y, 
que gire alrededor de la primer laguna y 
sea interior a la curva C -C, se obten- 


drá un dominio contenido en A tal que 


su frontera estará constituida por C > 
y Y». teniéndose por lo tanto (en el ca 


so de la fig. 92): 
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j 1(5)a3 - £5)d43 “|  f(B)Jd3=0 , 
Cy (2p,2) C(2 +2) Kn 
vale decir 


f 1(35)d3 = (5)d3+w, 
Cy (20,2) C(Zp,2) 


Usando la curva C, en lugar de la C encontramos entonces al valor preceden 


te aumentando en w, ;se habría podido también encontrar una disminución en 


15 
Woo disponiendo las curvas de otro modo. 

Análogamente, con referencia a la segunda laguna (aumento o disminución en 
wa) . 
Tras esto resulta claro que, una vez fijada para la integral (1) cierto valor, en 
correspondencia a una determinada elección de la curva C , cuando se vaya a ele 
gir otra curva €, se obtendrán, para la misma integral, otros valores que di- 
ferirán del precedente en una combinación lineal de los períodos W, Y W,,“on 
coeficientes enteros (positivos, negativos o nulos) . Se tendrá, entonces, en gene- 


ral 


£(3)d3 = £(3)d3 +n,W,+n¿Wo , 4) 
[4093 Cub Stma tama y 


con n, , ny enteros relativos, proporcionando el segundo miembro de la (4) to 
dos los posibles valores para nuestra integral (1) . 

Hemos así puesto en evidencia la totalidad de los valores que puede asumir la 
función F(z) . Nótese que no queda dicho sin más que la F(z) sea polídroma, 
porque muy bien podría suceder que ambos períodos fueran nulos, Pero si uno por 
lo menos de anos es distinto de cero, la F(z) asume infinitos valores. 

Deseamos ahora analizar mejor la naturaleza de la polidromía de la F(z). 


Fijado un camino de integración C , nace para la F(z) cierto valor en el pun 


to z , valor que indicaremos con 


irero=f (3)43 
C(Zp,z) 
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Hagamos ahora recorrer a z uncamino cerrado Y 1 Jue gire una sola vez 
en el sentido positivo alrededor de la primera laguna. El valor inicial de F(z) es 
E, ; el valor final [ F(2)1, coincide evidentemente con el valor que asume 
la integral (2) cuando como camino de integración se asuma (+ Y, , teniéndo- 


se en consecuencia 


IEJOIN | E(8)43 +]  fí2)dz=[F(),+w, 
C(z, ,2) Y 

Entonces por cada giro realizado por la variable z alrededor de una (sola) la- 
guna, en el sentido positivo, la F(z) se incrementa en el período correspondien= 
te, La F(z) se comporta, entonces, como una función polídroma que tiene un 
punto de diramación de tipo logarítmico (cfr. n% 4) en el interior de cada laguna. 

Continuemos refiriéndonos al caso de 
dos lagunas y fijemos en el interior de 
una de ellas un punto z, yen el inte- 
rior de la otra un punto 2) y junto 


a la función F(z) consideremos las dos 


funciones 
ww] wa 
qm 8-2) . year 108(2 -29) Fig. 93 


que, en un giro positivo alrededor de sus respectivos puntos de diramación, se in- 
crementan en W, Y Wo. Entonces la función 
(2) =F() - 32 Log(e 2) - 2 Logíe -2, 
21 > 2*1 


resulta monódroma en A yla naturaleza de la F(z) queda en evidencia en la 


fórmula 


Log (2 -2,) +0 (2) +0 (5) 


(*) Téngase presente que las lagunas pueden reducirse a puntos; más aún, éste es el caso más 
común y tales puntos son puntos singulares aislados de f(z) . 


XXXI - 25 544 


con 0 (z) monódroma. Se ha agregado en el segundo miembro una constante ar- 
bitraria c con lo que se tiene en cuenta la arbitrariedad de la elección del limi 
te inferior de integración Zy en la integral (1) 

Como fijada una rama monódroma de la F(z) (enelcampo A cortado opor- 
tunamente) , su derivada f'(z) resulta igual a f(z) y puesto que, según la (4), 
todas las otras ramas de F(z) difieren de la precedente por constantes, se con- 
eluye que la f(z) admiteen A función primitiva,_en general polídroma, del ti 
po (5). La monodromía de la primitiva se obtiene solamente si A es simple - 
mente conexo (por la ausencia de períodos o si, siendo A múltiplemente conexo, 
todos los períodos son nulos) . 

Se puede entonces llegar a la (5) observando que la función 


w w 
1 1 2 1 (6) 


21i 2-2, 2wi Z 5%lo 


(2) = £(2) - 


es holomorfa en A y que los períodos de su integral indefinida son nulos; en efec 


to 


dz 
Z=2y 


ya que resultan 0 , porel teorema de los 


residuos, 


Entonces la primitiva Ú(z) dela q(z) , que evidentemente está expresada 


por la 


0(2)=F() - 77 Loge -2,) - 


2 
2 wi Log (z - Zo) -C 5 


es monódroma en A  , reencontrándose la (5). 


Estudiemos ahora el caso en que el campo A sea no acotado suponiendo, sin 


embargo, acotada su frontera. Continuemos suponiendo que tenga conexión 3 ,.es 
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decir que la frontera esté constituida por dos curvas cerradas (constituidas por 
puntos finitos). 

Sea f(z) una función holomorfa en A ; como antes puede considerarse la in- 
tegral (1) con zp? ambos finitos, considerar los períodos W, Y Wa y 
llegar a la fórmula (5) . 

Queda solamente por estudiar el comportamiento de F(z) enel punto Z=o>, 
es decir, estudiar si puede hablarse de la integral de una curva C que una el pun 
“to 24 con el punto al infinito. 

Con ese motivo volvamos a considerar la función (6) . Por hipótesis la f(z) es 
holomorfa en el punto Z= os ;tales son también los otros dos términos del se- 
gundo miembro y entonces (q(z) es holomorfa en z= oo ysetiene y(o0)= 
f(co) , Demostremos que el residuo Royo dela Q(z) enel punto al infinito va 
le cero. 


Por definición es 


2mi 


Roo ==> j PlJdz >, 
+Y 
donde Y es una curva cerrada que contiene en su interior todas las lagunas de 


A , Por otra parte designando como de costumbre con Y, y Y 


1 a dos cur- 


2 
vas cerradas que circunden las lagunas, internas a Y , se tiene, por el teorema 
de Cauchy 
fl Q(z) dz -f (2) dz - j p(z)dz = 0; 
+Y Y +Y2 
pero las dos última integrales son nulas / porque la  ((z) tiene períodos nulos 7 
y, entonces f q(z)dz=0 ,osea, Ra=0. 
+Y 


De lo dicho sigue que en el desarrollo de Laurent de la  «p(z) en un entorno de 


z=0e , debe resultar a =0 , osea que tal desarrollo será del tipo 


Ola) = 100) + E to a 


La primitiva Q(z) dela «q(z) , que resulta holomorfa en A tendrá como 


XXXI - 26 546 


desarrollo el siguiente 


O (2) =£(00).2 - < 27 
y, en consecuencia, tiene en general en 
el punto z= oo unpolode 1% orden 
(salvo que sea f(coo)=0 ). 
Sustituyendo en la (5) se concluye que Y, 
si A esnoacotado, la primitiva F(z) 
es una función polídroma con los puntos 
de diramación Z, , zp, oo (de tipo lo- 


garítmico), superponiéndose a este últi- % 


2 


mo un polo de primer orden en el caso 


que sea f(oo)%0, Fig. 94 


26 -NOCIONES SOBRE LA TEORIA GENERAL DE LAS FUNCIO- 
NES ANALITICAS. 


Las funciones polídromas de las que se ha hablado y las funciones  holomorfas 
(o analíticas monódromas) constituyen en conjunto la clase de las funciones analí- 
ticas de la variable compleja z. Sabemos que toda función holomorfa es, en un 


entorno oportuno de su punto de holomorfía Z representable con una serie de 


o > 
potencias de Z -Z(. Lo mismo vale para cada rama de una función  polídroma, 
considerado en su campo de monodromía. Entonces, una función analítica genera 
infinitas series de potencias. 

Weierstrass ha demostrado (con su teoría del prolongamiento analítico) que, 
viceversa, dada una serie de potencias con radio de convergencia no nulo, se pue 
den deducir de ella otras infinitas series de potencias que, en conjunto, definen 


una función analítica en cierto campo A  , la que puede resultar monódroma o 


polídroma. 
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Por este camino (que identifica el concepto de función analítica con el de serie 
de potencias) se puede construir una teoría rigurosa de las funciones analíticas; 
pero nos dispensamos de exponerla siendo suficiente, para las aplicaciones más 


comunes, las consideraciones desarrolladas. 
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CAPITULO XXXII 


Nociones sobre cálculo de variaciones 


1-EL CONCERTO DE FUNCIONAL Y EL CALCULO DE VARIA- 
CIONES . 


En los capítulos precedentes nos hemos referido explícitamente a las funciones de 
punto y las funciones de dominio; pero también hemos encontrado varios otros tipos 
de funciones, es decir, de correspondencias entre elementos variables y números, 
Por ejemplo, la integral definida [o dx ,con a y b fijos, tiene un valor que 
puede considerarse "función" de la función f(x) a integrar; el valor yx) , en un 
punto asignado X> de aquella integral de la ecuación diferencial y! =f(x,y) que 
verifica la condición inicial y(xp) = yg , es un número que puede considerarse 
"función" de la función f(x, y) 

Es entonces natural introducir el siguiente concepto general de función: dado un 
conjunto E de elementos x de cualquier naturaleza (números, puntos, conjun 
tos, funciones de puntos, ... ) , si existe una ley que a cada elemento x € E le 
haga corresponder un bien determinado número (real o complejo) u ,se dice que 
u es una función (real o compleja) del elemento x  , definida en el conjunto E, 
En ese caso se usan también notaciones del tipo u=f(x) . Es necesario, sin em 
bargo, advertir que, cuando se le da esta acepción general, es habitual sustituir la 
palabra función por el término funcional ;se dice, en ese caso, que, u es 


un funcional de <w definido en E yelelemento variable x se 


llama, a menudo, el argumento del funcional. 


Introducido este concepto, es lógico que surjan para los funcionales cuestiones si 
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milares a las ya consideradas para las funciones de punto; en particular puede plan 
tearse el problema de la búsqueda de los máximos y mínimos de unfuncional (real), 
El estudio de este problema constituye el capítulo del Análisis Matemático que se 
denomina Cálculo de Variaciones y que tiene gran importancia, tanto teórica co 
mo aplicativa, Se trata, sin embargo, de estudies bastante difíciles y de ahí que 
nos contentaremos con dar una idea de los métodos más elementales (con origen en 
Euler y Lagrange) , sin entrar en el desarrollo moderno de la teoría, 


Nos referiremos, sobre todo, a una categoría particular de funcionales: a aque-= 


llos J(y) , cuyo argumento y sea una función derivable y= y(x) de una va- 
riable x  , que estén expresados por una fórmula del tipo: 
Xx 
J(y)= ja tx, y(x), y'(x)] dx 5 (1) 

de lo que diremos resultará ems la posibilidad de realizar algunas extensiones. 

Con respecto a (1) supondremos, ahora con mayor detalle, que A sea un do- 
minio internamente conexo del plano. xy , y la función f(x,y,y') de las tres va 
riables reales x, y, y' , sea continua para (x,y)€ A ,+00< y! < -00, 

Fijados ahora dos puntos interiores de A , P¡(],y1) y Po(Xo,y2) considera 
remos la familia $ constituida por todas las funciones reales y= y(x) que, en 
(Xx, X2) , Son continuas junto con sus derivadas primeras y que tienen una gráfica, 
de puntos extremos P] , P2 , constituida totalmente por puntos del dominio A 
(ver fig. 95) . 

En correspondencia a cada una de estas curvas el funcional (1) adquiere un va- 
lor determinado J= 3J(y). 

Trataremos de determinar qué curvas de la familia 4 hacen asumir a J(y) el 
máximo y el mínimo valor, El problema asf planteado consiste, entonces,en la bus 
queda del máximo y del mínimo absoluto 19) de J(y) ;pero, como en el ca- 


(*) Existe un teorema general que extiende al caso de los funcionales el conocido teorema de 
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Fig. 95 


so de las funciones de punto, podemos comenzar con la de las curvas y = y(x) que 
proporcionan para J(y) un máximo o un mínimo relativo , Una extensión 
muy natural de una conocida definición nos permite decir que una curva y= Yot) 
de la familia (Y es de mínimo relativo para el funcional J(y) cuando se puede 
determinar un número (> 0 tal que, para todas las curvas y=y(x) de la fa 
milia «Y que verifican la | y(x) - yy(x)1 < 0 (para x¡< X<Xo, resulte 
J(Y) > (Yo). Análoga definición vale para el caso del máximo relativo, 

Pasemos ahora a la búsqueda de condiciones necesarias y de condiciones suficien 
tes para que una curva y= y(x) sea de máximo o de mínimo relativo o, como se 


dice brevemente, sea una extremante del funcional (1). 


2-LA ECUACION DE EULER. 
A las hipótesis ya puestas para las funciones f(x, y,y!) agreguemos estas 0- 
24 
tras: que admitan las siguientes derivadas parciales 2£, 11 SE, 
s id a 0 7" Y 
eS continuas para (x,y) €A - FA , -o00 <y'< +00 . Supongamos que 


Weierstrass sobre la existencia del máximo o del mínimo absoluto de una función de punto conti- 
nua en un conjunto cerrado y acotado; pero no nos podemos ocupar de eso aquí. Admitamos sola 
mente que, de acuerdo con dicho teorema, la existencia del máximo o del mínimo absoluto del 
funcional (1) queda asegurada solamente si la función f(x,y,y') goza de ciertas propiedades 
convenientes. 
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y=y¿(%) seauna extremante para el funcional 
X, 


2 
J(y) = ft YO), ys) Jax o, (1) 
1 


y que su gráfico sea totalmente interior al dominio A (extremanteinterna); 


supongamos, además, que en (X],X2) la Yy(X) admita también deri 


“vada segunda continua, 


Con tales hipótesis obtendremos como condición necesaria para la curva 
y= 053) el hecho fundamental que debe ser integral de una cierta ecuación dife- 
rencial ordinaria de 2 orden, llamada ecuación de Euler. 

Para establecer este resultado, comencemos observando que, siendo  y= yo) 
una extremante interna, existe un (” > 0 tal que todas las curvas y=y(x) de 
la familia q que verifican la 

1 y0) - yy) 1< 0 (2) 
son todavía interiores de A , resultando, para las mismas 
Y) > 100) [o 30) <3%) 1 

Fijemos arbitrariamente una función n (x) queen (X]»X9) admita derivada 

primera continua y tal que sea 
n(4)=n (xp)=0 . (3) 

Llamando M al máximo de | n (x) | , consideremos la familia col de fun- 

ciones y(x) definidas por la fórmula 

Y(%) = yy) + An (x) , (4) 
variando el parámetro A enel intervalo (- > ,+ $ ). Estas y(x) así obte- 
nidas, admiten derivada primera continua en (X1,X2) y, en virtud de (3) , tie- 
nen sus gráficos partiendo de P, yfinalizando en Pz . Además, siendo lA ls 
< E. , dichas funciones verifican la (2) ; entonces, para todo A del intervalo 
mencionado, será 


J(Y9 +A n) 230) Do Iw9+An)< 3) 1 
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= 
Teniendo en cuenta que J(yx,+An »S f [x, y) (+ Ane), yg (x)+ An (x)] dx de- 
pel 
pende exc! sivamente del parámetro ,las últimas desigualdades indican que la función 
x 
2 
F(A) = Í Elx, y) +A n(%), y ye) +A n'eJax o, (5) 
L 


o 


definida en el intervalo (- E, mu) , tieneen Á =0 unpunto de mínimo 


M” 

Zo de máximo_7 relativo; pero, por las hipótesis hechas sobre f, Yo» NM» la 
FA) es una función derivable, y como el punto A =0 es interior del ci- 
tado intervalo, debe ser necesariamente F'(0)= 00 . De la (5) seguirá, enton 
ces, aplicando conocidos teoremas 

FU» = Ni E, PX, yp6) +A n(%), y'y0) + A n09] ne) + 

“1,2, 300 + Ant), y!969+ Ante] ne) Pax 
yla coro necesaria F'(0) se traduce en la 
2 

F!(0) = [tu X, Yg0) ¿Y 900] q 00 + Ly, Io 0, Y 000] q (0) dx=0 (6) 

Es conveniente realizar en el segundo miembro una integración por partes (lo 
que es lícito de acuerdo a las hipótesis hechas sobre f, Yo.n?)» obteniéndose 

ly he pa y'0e0] n 6) dx = 


1 
-[ Elx, y 960, y'0 60) ] neo] «14 Ey yg, 9601] 9 00 dx, 


donde, teniendo en cuenta la es a primer término es nulo, Entonces la (6) se trans 


forma en la 


JB Ex; 


El razonamiento que nos ha llevado a la - (7) vale cualquiera sea la fun- 


0%), 5500] - [x, 3, 0), yg en) (x) dx = 0 (mM 


o 


ción n () fijada /dotada de derivada primera continua y que verifique la 
(35_/ . Teniendo en cuenta esta arbitrariedad es fácil deducir de la (7) que nece- 
sariamente debe ser, para todo x de (X¡,Xp): 

£,[x, 9960) , y1960] - EE yalx, y 00, y1960]=0 (6) 


(*) Este es el punto esencial del razonamiento, que es lícito pues se han tomado en considera- 
ción tanto valores positivos como negativos de A . Es claro que tal posibilidad deriva de la hi= 
pótesis que yp(x) sea una extremante interna, 
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En efecto; indicando brevemente con G(x) al primer miembro de (8) suponga- 

mos, como hipótesis absurda, que exista en (Xx, ,x3) un punto en el que, por e- 
jemplo, sea G(x) > 0. 

Tratándose de una función continua, existe un intervalo (5,, 53) (con x, < 


< Ey < 52 < Xp) enel que resultará G(x)> 0. Si asumimos 


=0 en [x,,5, ] 
n =x-En?- 5) en [5,, 52] 
=0 a ea 


Zo que es lícito, pues para esta 1 (x) valen las (3) y su derivada es continua 
Xx, 
en (X],X2)_/ , puede escribirse S ra n (x) dx = [és 109 OS 57)? (oi 
debiendo esta última integral ser a en virtud de POS . Pero esto es absurdo ya 
que la función que se integra es positiva en los puntos interiores de (8 1» Ez) 
Queda así establecido que vale la (8) o sea que, con las hipótesis he- 
chas, la extremante interna y=ypg(x) es necesariamente una 
integral de la ecuación diferencial 
Ly 049,4) - ¿EL nlc yy) =0, 0) 
llamada ecuación diferencial de Euler relativa al funcional 
(1) . Se trata de una ecuación de 2% orden ya que, desarrollando la derivada to 


tal indicada en (9) , tal ecuación puede escribirse 


Ly, Y, 9") = Eyrglt, Y, 91) =Eyry 0, Y, YO! = Eytyr(X, y, yU)y" = 0 : 5) 
Las extremantes internas deben entonces buscarse entre las curvas integrales de 
la ecuación diferencial de Euler (9) que verifican las dos condiciones en 
los límites 
y(Xx1) =y1 , y(X2) = Ya (10) 
que traducen el hecho de pasár la curva por los dos puntos asignados P; , Pa 


Las curvas y=y(x) definidas por (9), (10) se llaman las curvas extre- 
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males del funcional (1) . Puede entonces decirse que las curvas extremantes 
internas deben buscarse entre las curvas extremales que resulten interiores del 
dominio A (si existen) , 

Queda el problema de decidir si una extremal interna es efectivamente una extre 
mante, o sea, pasar al estudio de condiciones suficientes para el máxi- 
mo o mínimo relativo del funcional (1). 

Obsérvese la estrecha analogía entre la teoría aquí desarrollada y la de máxi- 
mos y mínimos de las funciones de punto, Resulta “clara la correspondencia entre 
las curvas extremales y los puntos donde se anulan las derivadas parciales prime- 
rar de la función, a los que ya en el Cap. XVI habíamos llamado puntos extrema- 


les, 


Condiciones suficientes del tipo citado han sido dadas bajo varias formas por 
Legendre, Jacobi, Weierstrass; pero aquí nos limitaremos a indicar el siguiente 
simple teorema: 

I-Si, fijados arbitrariamente x, y, y' £con (x,y) € A_7 la for 
ma cuadrática en las dos variablesA,p, 

Eyy 09,99 AZ + 2Eyyn(t, 9,9) A po + Lyryr(, Y, y) pa ar) 
resulta siempre definida, toda curva extremal interna resul- 
ta también una extremante para J(y) . Y con más precisión: 
si la forma (11) es definida positiva, es decir, si resulta 
ae 


toda curva extremal es curva de mínimo; si la forma (11) es 


Lyy Eyiy! SD Lyy >0 5 (12) 


definida negativa, vale decir, si 


e 


Eu k yy" 


y Ergo E (13) 


yy 


toda curva extremal es curva de máximo. 
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Dem. Sean y¿=yp(x) una extremal interna y (” > 0 un númerotal que todas 
las curvas y=y(x) que admitan derivada primera continua que verifiquen la 
| y (X) - yg 0) L< 0, pertenezcan a la familia «$ . Para cada una de estas . y(x) 
se tendrá 
(y) - J(Yo) = fi LA, ye, yx) ]- £[x, yo 6), y "969 ] doY, 

o sea, expresando la rencia indicada bajo el signo de integral por medio de la 
fórmula de Taylor , e indicando con A (x) la diferencia y(x) - Yo e) 

J(y) ¿00 pa Cs, L,[X, pl), Y'y 69] A (x) +£ y DE, YO eo, Y"900] A 1%) ] dx+ 

+ + Eyy ls Yg + 9A, yy + OA A+ 2 yl, yo + 0 Ay! + BAMAA 14 

+fyayo da yo+ 8 A, y!) +02 AR Jar, 
donde 8 designa un oportuno valor que cumple la 0< A < 1 , Teniendo en 
cuenta que Yo) es una extremal, o sea que vale la (8), seve inmediatamente 
(mediante una integración por partes) que la primera. integral es nula, La segunda 
integral es positiva o negativa según que la forma cuadrática (11) sea definida po 
sitiva o negativa, En el primer caso resulta, entonces, J(y) > yo); en el se- 


gundo J(y) < J(Yp) , osea la tesis, 


Las consideraciones precedentes se refieren a las curvas internas de máximo o 
de mínimo relativo. Serían necesarios otros estudios para las curvas no in- 
ternas y después deberían desarrollarse consideraciones análogas a las del Cap, X 
no 6 y del Cap, XVI, n* 13, para llegar a las curvas de máximo o de mínimo 
absoluto. Todo esto requiere desarrollos muy amplios y no podemos aquí ocu- 


parnos de ello, 


3-EL METODO DE LAS VARIACIONES. 


En las Matemáticas aplicadas el razonamiento hecho en el nO anterior para lle- 
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gar a la ecuación de Euler suele exponerse de modo abreviado, utilizando las deno- 
minadas variaciones tanto del argumento como del funcional J , según lo que aho 
ra expondremos, 

Examinemos la fórmula (6) del n% precedente y observemos que, poniendo 
Mn (x) = 8 Yo + AF0)= 83 , la misma puede escribirse (tras haber multipli- 
cado ambos miembros por A dle 

$3= Li E, Ig» YO JS Y] + Ey 1099930) (8 yo)" ax = 0, a) 

Ahora, actuando desde un punto de vista puramente formal, podemos llegar a la 
(1) con el siguiente procedimiento, Consideremos al símbolo $ J Lque es el di- 
ferencial, en el punto A =0 de la función F(A) del n% precedente_7 como el 
resultado de aplicar el operador 3 ailfuncional J . Con este concepto, 


partiendo de la 0 


ra 
J f] 100.0 as , m 
1 
se deduce, aplicando el citado operador, 
2 
Si= 3|fíx,y y dx . (m) 
es, 


Admitamos que el operador 3 pueda introducirse bajo el signo de integral y o- 
perar sobre la f ;escribiremos, entonces 
Xx 
2 
$I= Sf(x,y,y') dx. (11) 


Admitamos, todavía, que sobre la f el $ actúe como un operador de diferen 


ciación total con respecto a los argumentos y , y! ; podremos entonces escribir 
A 
33= £ 1,(,y,y) dy +f,(X,9,y1) Óy'pdx . (v) 
q? 3 


Tengamos presente que 3 y' significa n' ¡pero se tiene An'=(An), 
con lo que, en lugar de $ y' puede también escribirse (3 y)' . La (IV) equi 
vale entonces a la 


(*) De ahora en adelante escribiremos simplemente y en lugar de yy. 
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5% 
8(1)= | [£,,y,y) $ y +£,(x,y,y") (Sy)'] dx (v) 
xj Y y 
y esta expresión coincide con la que figura en (1). 


(IV) se 


La expresión 43 J deducida formalmente según el esquema (I),.. 
denomina la primera variación del funcional J . Recordando la (1) po 
demos entonces decir que, en correspondencia con una extremal in- 
terna y(x) , debe ser nula la primera variación 83 «. En 
$J figura el símbolo Íy , que está en lugar de An (x) ; dicho símbolo debe en- 
tonces considerarse como una función de x que representa la variación su 
frida por la extremante y(x) al pasarse de ella a cualquier otra de las funciones, 
próximas a la misma, de la familia $ . Como las curvas de esta familia deben 
pasar todas por lo puntos Py, Pa, la variación 9 y debe anularse 


para X=xX] ypara x [ctr. con la (3) del n% precedente_7. 


Teniendo esto en cuentra, de la ecuación Ó3J=0 se obtiene, integrando por 
partes Lotr. con a.m del n2 precedente_7 : 
2 
$3= | [£,,y,y) - ¿e 116%, y,y) 1 $y . dx =0 (vn, 
y de aquí, con el UtRtO hecho en el n0 precedente / que en la práctica se o 
mite sustituyéndolo por la simple frase "por la arbitrariedad de $ y uz , se dedu 
ce que debe ser nula la expresión entre paréntesis cuadrados y se llega así a la e- 
cuación de Euler del n% precedente. 
Este procedimiento abreviado es muy usado en la práctica también para otros 


problemas (daremos ejemplos en el n% 6 ); esto explica el nombre de "Cálculo de 


Variaciones" para la teoría que estamos estudiando. 


4-CASOS PARTICULARES DE LA ECUACION DE EULER. 
La ecuación de Euler es una ecuación diferencial de 2% orden, excepción hecha 


del caso en que Lyiy! =0 , osea del caso en que f(x,y,y') es una función li- 


XXXI - 4 558 
neal de y! : 
1(X,y, y") = a2(x,y) + b(x,y) y 

Si esto sucede, la (9) del n% 2 se reduce a la Ay -=b,=0 , quees una identi- 
dad o una relación en términos finitos entre x e y . Este caso carece de inte- 
rés aplicativo. 

Suponiendo entonces Lyy! no idénticamente nula, son en cambio de interés los 
dos casos particulares siguientes: 1% la f nodepende de y ;2%) la f no 
depende de x 

En el 1% caso la ecuación de Euler se reduce a la = yx, y) =0 y se tie- 
ne inmediatamente la integral primera 

Ly y)=e ; (1) 
la determinación de las extremales depende, entonces, de la resolución de esta e- 
cuación de 1% orden. 


En el 2% caso, una vez que se observa que resulta idénticamente 


116, y) Y IIS 10, y) y +Ly009,Y") y" - y "Lyu(9, y") - 


y E Ly0,3") = y'[Ly07, y") = 10,99) , 


se ve cada integral de la ecuación de Euler t - L 1,0, y'")=0 satisface tam- 
bién la 
1, y") -y'£y1(y,y') = 0 
Viceversa; toda integral de esta ecuación de 1% orden que no sea constante 
(y! 4 0) , es una integral de la ecuación de Euler. También en este caso se tiene 
entonces una integral primera, dada por la (2) , con la advertencia que para sus 
eventuales integrales constantes se hará, caso por caso, el análisis de si son o no 


integrales de la ecuación de Euler. 
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5 -ALGUNOS EJEMPLOS 


Demos algunos ejemplos de problemas que se traducen en cuestiones de Cálcu- 
lo de Variaciones. 
Ejemplo 1?) Seandados en el plano xy dos puntos P,(Xy,y1), Pa(X9,Y9) 
y considérense todas las curvas y=y(x) /con y(x) tales que admitan deriva- 
da continua_7 que unen P, con P, . Entre todas estas curvas se desea en- 
contrar la de longitud mínima. 
El problema se traduce inmediatamente en la búsqueda del mínimo del fun- 


cional J(y)= £ Y +y!2 dx . Para la correspondiente ecuación de Euler se 
dl 


1 


SIA 


ne así y!= vir = constante y de aquí surge que las curvas integrales son 
e 


tiene la integral primera (2) del n? precedente, o sea =C . Se obtie 
rectas. El segmento P,P2 €s, entonces, la única extremal que verifica las con 
diciones en los límites y(x1)=y , y(9)=y2 yes fácil ver que el mismo pro- 
porciona efectivamente el mínimo buscado. En efecto; considerada cualquier otra 
de nuestras curvas, es posible inscribir en ella una poligonal no sobrepues-= 
ta al segmento P,P y, por ende,de perímetro p >P¡P2 ; por otra 
parte la longitud J de la curva en consideración es el extremo superior de los 


perímetros de las poligonales inscriptas(*) y, entonces, J > Pz Pz - 


Ejemplo 2%) Problema de la braquistócrona. Están dados dos 
puntos A, B . Enel plano vertical que pasa por ellos se busca el arco de la cur- 
va, conextremosen A y B ,alo largo del cual, si se deja caer un punto ma- 
terial de peso P que partade A sin velocidad inicial y se mueva sin influir el 
rozamiento sobre tal arco de curva, dicho punto llegue a B enel mínimo tiempo 


posible. 


(*) Esta propiedad no ha sido demostrada en estas "Lecciones" ; pero noes difícil deducirla de 
cuanto ha sido dicho en el Cap. X, n% 11, 
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xl! 


Y1 Fig.96 


Dispuestos los ejes coordenados como en la fig. 96, buscamos nuestra curva en 
la familia de las curvas regulares que pasan por A y B  yson encontradas en 
un solo punto por las paralelas al eje y . Una curva como la descripta se repre= 
senta con una ecuación y =y(x) con 

y(0) = 0 2% y(a)=b + (1>0,b>0) . (1) 

Cuando el punto P alcanza el punto genérico de su trayectoria (x,y) , su ve 

locidad escalar 15 (donde s indica el arco sobre la trayectoria, que supon-= 


dt 


dremos contado positivamente desde A hacia B) vale, como es conocido por 


la Mecánica, 2gy donde g denota la aceleración de la gravedad. Se tiene en 
tonces 
dt= de. liz? ax 


[28y 2gy ? 


por lo que el tiempo T , necesario para recorrer todo el arco AB está dado 
por a 
ps EA 
Pe Jo A 
Este T esun funcional de la y del tipo corriente. Estamos en el segundo de 
los casos particulares examinados en el n? precedente y podemos entonces decir 
que la curva que minimiza T  , si existe, debe satisfacer la (2) del no preceden 


te, que toma en esta caso la forma 
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EH A E 
A 


Indicando la constante con 2 (c>0) , esta ecuación se reduce inmediata - 


fac 
mente ala y(l1+ y? =2c y, sucesivamente, ala y'= do = y , de la que, 


separando las variables, e integrando, se llega a 
x+0, = Í as, dy. 

La integral del segundo miembro puede calcularse con la sustitución y=c(1 - 
cos t) y se deduce x+ e, = c(t - sen t), de modo que las extremales del proble- 
ma pueden considerarse representadas paramétricamente por las últimas dos ecua' 
ciones escritas, Se trata entonces, de cicloides (generadas por el rodar, sin 
deslizar, de un círculo de radio c , arbitrario, sobre el eje x). 

De acuerdo con las condiciones (1) debemos ahora buscar de determinar las 
constantes arbitrarias c, cy de modo que la cicloide pase por los puntos A(O, 0), 
B(a,b). 

El pasar por el punto A requiere que exista un valor de t para el que valgan, 
simultáneamente cy =c(t-sent) , 0O=c(l1 -cos t) ; de la segunda surge que t 
debe ser múltiplo de 2 ,oseaque A debe ser una cúspide de la cicloide; po 
demos suponer t=60  yentonces la primera condición impone c¡=0 , Tenien- 
do esto en cuenta, pasamos a imponerle que contenga a B  ; debe existir un valor 
de t  , comprendido entre 0 y an , Para el que valgan las a = c(t - sent), 


b=c(1-cost) ,o sea tal de tenerse 


1 -cost 
A (2) 
t- sent a 


Ahora es fácil ver que la función de t indicada en el primer miembro decrece 
de +00 acero mietras t crece deceroa 235 ;existirá, por lo tanto un (y 


(*) Agregamos esta condición porque obviamente deben descartarse los arcos de cicloide con 
cúspides en puntos distintos de los extremos A, B . 
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folamente un) valor t* de t que satisfaga la (2) , resultando 0<t*r<2x. 


a 


Una vez determinado t* se tendrá después c+ ——__—— 
h t* -sent* 


Con las condiciones impuestas a>0,b >0 se tendrá, entonces, una y sola- 
mente una extremal que pase por los puntos A ,B 
Digamos, a título informativo, que es posible demostrar que la cicloide así deter 


minada proporciona efectivamente el mínimo valor de T . 


Ejemplo 39) Problema de la superficie de rotación de área 
mínima. En un plano están dadas una recta r y dos puntos A,B situados 
en un mismo semiplano de los dos determinados por r . Entre todos los arcos 


de curva que en tal plano unen los dos puntos dados, 


(4, Ye) 


B(% Ya) 


rez 
Fig. 97 


determinar aquel que, rotando alrededor de la recta r , genera la porción de su 
perficie de revolución de área mínima. Puestas las cosas como en la fig. 97 y bus 
cando la solución en la familia de las curvas y=y(x) que verifican las 
y(X1) = yz , y (2) = Yo , (3) 
el problema se traduce SS en la búsqueda del mínimo del funcional 
s=2* [1 dx 
La ecuación de Euler se escribe ahora Y + y? - = or 0 , osea 


1+ y? -yy"=0 , la que admite la integral primera (2) del n% precedente que 


, 
proporciona yV 1+ y? -y' Era =c  , vale decir, 
y=0/1+y? E (4) 
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Esta ecuación de 1% orden es satisfecha para y=c ; pero ésta no es integral 
de la ecuación de Euler, y por eso no se toma en consideración, Las extremales es 
tán dadas, entonces, por las integrales no constantes de la (4) /con c%x0_7, cu 


ya integral general se obtiene eliminando y! entre la misma ecuación (4) y la 


x +0, =0 log (y1+ |1+ S (5) 


dy' 


V1+y? 


obtenida, por integración, de la dx=c , Que es una fácil consecuen 
cia de la (4) 

A través de dicha eliminación se llega a la 

y=c cosh EL 

por lo que las extremales son catenarias . 

La determinación de las constantes arbitrarias c, Cc] , de modo de satisfacer 
las dos condiciones en los límites (3) no es simple y requiere una laboriosa discu 
sión la que, entre otras cosas, pone en evidencia que el problema no siempre tiene 
solución, Contentémonos con unas breves referencias. Se puede demostrar que del 
¡punto A salen 001 catenarias de la familia (6) y que ellas admiten una en- 
volvente J' (ver fig. 98); si el punto B cae en la región 1 , dos de estas ca- 
tenarias pasan por él; si cae sobre T' , hay una sola; si cae en la región II , no 
hay ninguna, En el primer caso, de las dos catenarias que unen A y B , es 
necesario tomar aquélla cuyo punto de contacto con )” está fuera del arco AB; 
ésta es la que da la solución del problema. En el segundo caso, el únicoarco de ca 
tenaria que pasa por A y Bda también la solución buscada, En eltercer caso 
no existe curva de mínimo. 

Se puede intuitivamente alcanzar este resultado pensando en la superficie de área 
mínima que pasa por dos círculos situados en los planos x= X¡ ,X=Xpg yde ra- 
dios y, y2 y realizando tal superficie con una lámina líquida (experiencia de 


Plateau) . Si los dos círculos están suficientemente vecinos, entre ellos se extien- 


Fig. 98 


de una lámina en forma de catenoide; alejándolos, el catenoide se encurva cada 
vez más hasta que en un cierto punto se separa, reduciéndose a dos láminas planas 
extendidas sobre los dos círculos. 
Esta última solución ha escapado a nuestra búsqueda porque la habíamos reduci- 
do a aquellas superficies de rotación cuyo meridiano era representable por una e- 


cuación del tipo y= y(x) 


66 -NOCIONES SOBRE OTROS PROBLEMAS. 
En los números precedentes nos hemos ocupado únicamente de la búsqueda de los 
máximos o mínimos del funcional 
JJ) = [eo »yO)y "ax, a) 
bajo la condición que las curvas y=y(x) tengan los extremos fijos Pz, 
Pa . El método de las variaciones al que se hizo referencia en el n% 3, puede tam 
bién servir para otros funcionales y con condiciones distintas para las curvas en 


consideración que las ahí expuestas. Demos, con el propósito de ilustrar este he 
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cho, algún ejemplo: 

Ejemplo 1%) Consideremos el funcional J(y) definido por (1) y suponga-= 
mos que de los extremos P,»Pa estén fijadas solamente las abs 
cisas XX > dejando indeterminadas sus ordenadas. En ese caso la varia- 
ción Sy no queda más sujeta a la restricción de anularse para x= X, Y X=Xp 
siendo los valores Í yx) » $ yxo) del todo arbitrarios. Procediendo como eu 
el n2 3, se igualará a cero la variación primera de J(y) : 

x 
$s= [Pisos Sy +£y16x,y,y") Óy"] dx =0 
y se efectuará en el 22 término una integración por partes transformando la rela- 
ción precedente en esta otra 
33 =1fy[x2, y(Xo), y'(c9) 1 Óy (9) —Eyo[ xy ¿y(c1) + y 001)] Íy (xp) + 
+ í £/0,9,4) = EE fyr06,3,4)] Óy dx =0 
Debiendo ésta valer cualesquiera sean Ó y, $ y(xo) A $y(x1), se deduce que pa 
ra las extremantes debe subsistir la ecuación de Euler 
Ey, y") - + [yyy =0, 
acompañada de las dos condiciones en los límites 
Ly y), y") ]=0 A Ly pa» y(t2), y'(Xg)] = 0, 
a las que se les suele dar el nombre de condiciones de transversalidad, 
Ejemplo 2%) Consideremos este otro funcional 
x 
J(y) = f 1[X, yO), y'00, y"(%) Jáx o, (2) 
suponiendo móviles 16 extremos P,, Pa de las curvas (de los que se fi- 
jan únicamente las abscisas X1,X2)- Anulando la variación primera de J(y) se 
obtiene 
2 
ÍJ= Lo $y +£y dy! +£y Íymdx=0 , 
y realizando una integración por partes sobre el segundo término y dos sobre el ter 


cero: 
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e d 
$3=[ Uy - E, 


2 
sE d a E 
)-9 y + Ey: Ó des Ly E ty + +2 y: y-.dx=0. 
Por la arbitrariedad de Íy, óy(x,), $y(to), 3y'(x,), Íy'(xz) , se conclu 
ye que debe valer la ecuación de Euler de 4% orden 
d ia 
y iiO, (3) 
acompañada de las cuatro condiciones de transversalidad 
d a a E 
A | ty ar Íyr laa o, 
1 e 
[Ly [Lon 0: 
Y" Lor, y Lx, 
Ejemplo 3%) Considerentos el siguiente funcional que tiene por argumento u- 


nafunción z(x,y) de las dos variables x, y 


= , = 92 q= 2 

J(2) Sí, f(x, y, z, p, q) dx dy (con p= FE. 4 dy) ,» 4) 
donde cón A se ha indicado un dominio regular dado en el plano xy . Desea- 
mos de...minar las superficies extremantes de J(z) , suponiendo dados 


los valores P(x,y) que la z(x,y) asume sobre la frontera 
de A . Esto equivale a considerar solamente aquellas superficies Z=z(X,y) , 
que pasan por una línea T' dada en el espacio xyz , proyectándose sobre el pla 
no xy enla FA , La variación Ó%z debe emonces ser nula sobre FA . Se 
encuentra 
21038 Sí, E, $2+1,. 82 +1q. 52,) dx dy=0 
y transformando el segundo y tercer término con las fórmulas de Green: 
$3= S E, dy -£ dx). 52+ E -L rd 1). 52. dxdy=0. 
1d q ELSE 
+FA A 
La integral curvilínea es'nula (siendo ÓÚz=0 sobre FA) y entonces, por la 
arbitrariedad de zen A-FA ,seobtiene la ecuación de Euler 
a 


a 
2 ato ay tr. 6) 


E 
que es, en este caso, una ecuación en derivadas parciales, de se- 
gundo orden,de la z(x,y). Esta va acompañada de las condiciones de 


frontera (o al contorno): 
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z= P(x,y) (sobre FA) , 
y de ahí que la determinación de las extremales se traduce en un problema de 
Dirichlet. 

Notemos el caso particular en que el funcional (4) representa el área de la por- 
ción de superficie Z=z(Xx,y), (x,y) € A, es decir el caso en que se tiene 
f= J 1+ p? +q 22 1+ Y + z . Se trata, entonces, de buscar entre todas las 
superficies que pasan por la línea TY dada, aquella de área mínima (problema 
de Plateau). 

En ese caso, un fácil cálculo muestra que la ecuación (5) tiene la forma 

(+ 25 Zar > 22y Ly Zxy + (a +22 Zyy = 0 
y toma el nombre de ecuación de las superficies de área mínima. 


Otros tipos de problemas serán tratados en los "Ejercicios", 


Je po 
ne e nas a ¡ali pmeña- e 
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